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VORWORT. 



Noch bis vor wenigen Jahren gab es weder in DeutSQh- 
land noch anderswo eine zusammenfassende Darstellung 
der unzähligen, zerstreuten Arbeiten über spezielle Kurven. 
Das Bedürfnis einer solchen veranlaßte die Akademie der 
Wissenschaften zu Madrid im Jahre 1892 und wiederholt 
im Jahre 1895, die Herstellung eines Kataloges der spe- 
ziellen Kurven, mit Angaben über deren Eigenschaften, 
Entdecker und Bearbeiter, als Preisaufgabe auszuschreiben. 
Dieser Anregung verdanken die beiden Werke von Gino 
LoRiA {Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven^ 
Leipzig, Teubner, 1902, XXI u. 744 S., gr. 8^ mit 146 Fig. 
auf 17 Tafeln) und von F. Oomes Teixeiba (Tratado de 
las curvas especiales notables ^ Mem. Acad. denc. Madrid, 
tomo XXn, Madrid 1905, IX u. 632 S., gr. 8<>) ihre Ent- 
stehung. Das letztere Werk enthält auch zwei größere 
Kapitel über Eaumkurven. Der Verfasser ist daran, von 
dem Tratado als Teil seiner Oesammelten Werke eine zwei- 
bändige französische Ausgabe zu veranstalten, deren erster 
Band, der die algebraischen ebenen Kurven behandelt, 
bereits erschienen ist (s. d. Zitat S. 108). 

Die beiden Werke von Loria und Teixeira sind in 
ihrer Anlage ganz verschieden. Für Lobia bildet das 
historische Moment den Hintergrund der Darstellung, 
Teixeira hält sich mehr an die Forderung eines Kurven- 
kataloges. Das vorliegende Büchlein möchte nun einen 
dritten Standpunkt einnehmen. Es will die Kurven 
zusammenstellen, ohne Eücksicht auf Ordnung 
und etwaige Transzendenz, nach ihrer Erzeugungs- 
weise oder Definition. Freilich wird niemand annehmen 
dürfen, daß sich so eine Kette bilden ließe, wo logisch 

ein Olied aus dem andern hervorgeht. Es ist ein viel- 

I* 



IV Vorwort. 

verzweigtes I^etzwerk geworden, in dem hoffentlich die 
Hauptfäden noch deutlich genug sich abheben. Denn um 
zusammenhanglose Sonderkapitel zu vermeiden, mußte ich 
zu jeder Hauptfamilie diejenigen Kurven hinzunehmen, 
die sich aus den ursprünglichen durch einfache Ableitungs- 
verfahren (Inversion, Fußpunktskonstruktion usw.) ergaben. 

Dabei habe ich noch zwei Behandlungsmethoden be- 
sonderes Augenmerk geschenkt und ihre Theorie von Orund 
aus, soweit ich sie nötig hatte, entwickelt: der Methode 
der kinematischen Geometrie und der Methode der 
natürlichen Koordinaten. Dieser Umstand dürfte, da 
sonst ja der Stoff vielfach mit dem der genannten Werke 
übereinstimmen muß, meinem Buche doch mehr den 
Charakter eines Lehrbuches geben. 

Bezüglich der Literaturangaben und der historischen 
Hinweise konnte ich bei dem beschränkten Umfange, der 
andererseits für den Studierenden vielleicht auch wieder 
ein Vorteil ist, keine Vollständigkeit erstreben. Wer sich 
eingehender unterrichten will, wird immer auf die Haupt- 
werke zurückgreifen müssen. An den Stellen, wo ein 
Hinweis auf ein Werk über algebraische Kurven erwünscht 
schien, habe ich mir erlaubt, mein eigenes in dieser 
Sammlung erschienenes Buch unter Alg. K. zu zitieren. 

Ich möchte an diesem Orte noch allen herzlich danken, 
die mich durch Zusendungen oder Auskünfte, deren ich 
leider eine Anzahl unbenutzt lassen mußte, unterstützt 
haben. Insbesondere gebührt dieser Dank Herrn Prof. 
Dr. DoEHLEMANN, der wieder mein Manuskript und Herrn 
Oberreallehrer Dr. E. Köston (Schw. -Gmünd), der eine 
Korrektur las. Beiden Herren, sowie Herrn Dr. P. Ebnst 
(Wien) verdanke ich eine Eeihe wertvoller Bemerkungen. 

Speyer, Ende September 1908. 

»• WIELEITNER. 
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I. Abschnitt. 

Kissoiden. 

§ 1. Begriff und aUgemeine Bigensehatten. 

Kr. 

!• Begriff der ebenen Kurve; Erzeugungsmethoden. 

2. Begriff und Ordnungszahl der Kissoide zweier Kurven f und r\ 

3. Konstruktion von Tangente und Krümmungszentrum. 

§ 2. Die Faßpanktsknrven der Mlttelpanktkegelfchnitte im all- 

gemeineiL 

4. Erzeugung als Kissoide zweier Kreise. 

5. Zwei weitere Beweise fQr diese Erzeugung. Bern. Fußpunkts- 
kurve eines Kegelschnittes in bezug auf einen (reellen oder 
imaginären) Brennpunkt ist der zugehörige Scheitelkreis. 

6. Diskussion der Lage der Kreise. 

7* Potenzeigenschaft der erzeugten Kurven und Verallgemeine- 
rung; Kurven gleicher Potenz. 

8. Fläche der Kurven. 

§ 3. Die Lemnlskaten von Booth and Bernonlli. 

• 

9. Verlegung des Pols in den Mittelpunkt des Kegelschnittes; 
kissoidale Erzeugung aus einem Kreise. 

•lO. Diskussion der Booth sehen Lemniskaten; Bernoullische 
Lemniskate. 

1 h Brennpunktsrelationen. 

12. Flächeninhalte. 

13* Eigenschaften der BemouUi sehen Lemniskate; natürliche 
Gleichung. Zusätze. 1. Teilung vom Pol aus. 2. Andere Er- 
zeugung. 

i 4. Qnarüken mit drei Inflexfonsknoten. 

14. Projektive Erzeugung der Kurven. 

15* Spezialisierungen bei reellem Grunddreieck; Kreuzkurve, 
Kohlenspitzenkurve. Zusätze. 1. Fußpunktskurve der Kreuz- 
kurve. 2. Desgl. der Kohlenspitzenkurve* 3. Die Windmühle; 
die Inverse der gleichseitigen Bjreuzkurve (regelmäßiges 
Vierblatt). 
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16. Die Sandnhrkurve. 

17. Teilweise imaginftres Grunddreieok: Bemoullisohe Lemnis- 
kate. Zusätze. 1. Jnverse der gleichseitigen Sanduhrkurre. 
2. Fußpunktskurve der Bemoulli sehen Lemniskate. 

§ 5. Die splrtsehen Unlen des Peneus. 

18. Aufstellung als Kurven gleicher Potenz der Booth sehen 
Lemniskaten; Oassinische Linien. 

19« Diskussion. 

20. Erzeugung als Schnitte eines Torus. 

20a« Einteilung; elementare Konstruktion. 

21* Identifizierung mit den isoptisohen Linien der Kegelschnitte. 
Bern. Auftreten als sn-, cn-, dn- Kurven in der konformen 
Abbildung. 

22. Diskussion der Cassinischen Linien. 

23* Elementare Konstruktion dieser Kurven; Tangentenkonstruk- 
tion. Bern. Hinweis auf die Vektorenreohnung. 

§ 6. Die Fußpanktskunren der Parabel. 

24. Kissoidale Erzeugimg aus Kreis und Gerade; aus konzen- 
trischem JB^eisbüächel und projektivem G^radenbQschel. 

25* Spezialisierungen: Ophiuriden; Strophoide. Andere Er- 
zeugungen der letzteren. 

26« Gerade Strophoide. Bern. Anallagmatisohe Kurven. 

27. Schiefe Kissoiden ; Ki-^soide des DioKLBS. Lösung des Delischen 
Problems durch letztere: Begleitkurve der Kissoide. Zu- 
sätze. 1. 2. Zwei weitere kissoidale Erzeugungen. 

28* Trisektrix von Maolaübin; Trisektion des Winkels. Bern. Die 
Fußpunktskurven der Parabel als Inverse von Kegelschnitten. 

i 7. Nieht Zirkulare, rationale Kublken als KIssolden. Quadratur 

der symmetrisehen Kurven. 

29. Kissoide aus einem Kegelschnitt und einer Geraden; die 

rationale Kubik als Kissoide ihrer Asymptoten. 
30« Trisektrix von db Longohampb. 

31. Cubique mixte (Tangentenkurve der Parabel). 

32. Descartessches Blatt. Bern. Andere elementare Konstruktion. 
33« Quadratur der geraden Strophoide, der Kissoide des Diokles, 

der Trisekirix des Maolattbik, des Descartes sehen Blattes 
und der Begleitkurve der Kissoide des Dioklbs. Begriff der 
Sluse sehen Konchoiden. 

§ 8. Zwei andere Typen rationaler KaUkeiu 

34. Normalenkurven der Parabel: Tschibnhaüsbks Kubik. Diese 
Kurve als negative Fußpunktskurve und Katakaustik einer 
Parabel. 

35. Maclaurinsche Transformation: Yersiera; geometrische Qua- 
dratrix. 
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n. Abschnitt. 

Konchoiden. 

§ 9. Gewöhnliche und schiefe Konchoiden. Grundbegriffe der 
ifp Idnematischen Geometrie. 

36. Konchoiden als Spezialfälle der Kissoiden. Konchoidale Be- 
wegung; gewöhnliche und schief ei Konchoiden. 
37* Definition der kinematischen Geometrie. 

38. Das Momentanzentrum; Hüllkuryen. 

39. Die Polkurren; umgekehrte Bewegung. 

§ 10. Konchoiden der Geraden. 
* • 

40. Normale einer allgemeinen Konchoide. Elrümmungszentrum 
fQr die gewöhnliche Konchoide einer Geraden. 

41« Schiefe Konchoide der Geraden. 

42. Konchoide des Nkomedbs; Ort fQr die Wendepunkte hei 

variahlem Zwischenstück. Ben. Das Krümmungszentrum 

für die Scheitel. 
43« DObebs Muschellinie. 
44« Orthokonchoide der Geraden. 
45* Die Polkurven: Kampyla des Eudoxus. 
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§ 11. Die Schleif sclüeberbewegang and ilire Unterfftfle. 

47* Trajektorien und Polkurven hei der Schleifschieherhewegung. 
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49* Schiefe Kappakurve; Quadratur der Kappakurve. Zvsatz. 
Knotenkurven (noeuds). 

50. Das symmetrische Schleifschiehergetriehe. 

51. Die Spezialfälle der Trajektorien: FuBpunktskurven der 
Parahei. 

§ 12. Eine FamiUe von rationalen Qoarttken mit nnendtteh 

fernem Doppelpunkt. 

52. Angabe der allgemeinen Konstruktion und Gleichung. 

53* Spezialisierungen: Trisekante von DELAxass. Zusatz. Ähren- 
kurven (äpis), die Inversen der Rosenkurven. 
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mungsradius. Quadratur. 
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§ 13. Konchoiden des Kreises. 

56* Das Schleifkurbelgetriebe. Konchoiden des Kreises. 

57« Die Konchoiden des Kreises mit dem Pol auf dem Kreise 
(Pascal sehe Schnecken); zykloidale Erzeugung. Krümmungs- 
zentrum. 
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satz. Ort der Wendepunkte bei yariablem Zwischenstück. 

59. Die Pascal sehen Schnecken als Fußpunktskurven des Kreises 
und als Inverse von Kegelschnitten in bezug auf den Brenn- 
punkt. Zusitze. 1. Pascal sehe Sehnecke als JBinhüllende von 
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Pascal sehen Schnecken. 
6K Diskussion der möfrlichen Formen. 
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63. Umformung der Gleichung; Brennpunktsrelation.. 
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65« Konstruktion der Tangente. Allgemeine Ausführungen über 
^austiken; sekundäre Kaustik. 

66« Spezieller Fall der Reflexion; Beziehung zur Fußpunktskurve. 
Zusätze. 1. Normale der Fußpunktskurve. 2. Kaustik des 
Kreises für Reflexion. 

67* Diakaustik des Kreises: Evolute eines Oartesisehen Ovals. 
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68. Newton sehe und Chaslessehe Erzeugung. 
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gleichseitigen Hyperbel und der Parabel; Inverse. 

94. Die OATLST-Sextik als Inverse der Tschirn hausenschen Kubik. 

95« Fußpunktskurve einer Sinusspirale. Reihe der Fußpunkts- 
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98. Evolute der Nephroide wieder Nephroide. Die CATLBY-Sextik 
als Parallelkurve der Nephroide. 

99. Gleichungen der OATLBV-Sextik und Nephroide; Länge der 
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117« Gleichläufige Zwillingskurbel; Fußpunktskurve der Ellii>se. 

118. Spezialfälle: Boothsche (BernouUische) Lemniskate; Kreise. 
Bern. SSpezialisierungen des Kurbelgetriebes. 
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153. Diskussion und reelle Darstellung der Hyperz^kloide. 

154* Pseudoähnlichkeit der Para- und Hyperzykloide; Evoluten. 
155. Die Berührungspunktkurven der Pseudozykloidalen. 
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aus der hyperbolischen Spirale. 

185* Die Kochleoide als Schwerpunktslinie des Kreises. 

186* Inverse der Kochleoide: Quadratrix des- Dinostratus. Baal. 
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kurven; Anwendimg auf Sinusspiralen und Bibaucoursche 
Kurven. 
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262. Radialen der Kegelschnitte. Zusatz. Multiplikatrixkurven 
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achsen. 
270* Gleichung und Diskussion in Plückerschen Linienkoordinaten 
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regul&re Astroide). 
272. Arcuide der logarithmischen Spirale: Logarithmoide. 
273« Die Logarithmoide als Verallgemeinerung der Zykloide. 
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Es ist eine wahre Freude, den Eifer 
der alten Geometer anzusehen, mit 
dem sie diesen Eigenschaften der Li- 
nien dieser Art nachforschten, ohne 
sich durch die Frage eingeschränkter 
Köpfe irre machen zu lassen, wozu 
denn diese Kenntnis nützen sollte? 

I. Kaht. 

I. ABSCHNITT. 
nSSOIDEN. 

§ 1. Begriff und allgemeine Eigensehaften. 

1. Unter einer ebenen Kurve verstehen wir im fol- 
genden den Inbegriff aller Bildpunkte {x , y) einer »ge- 
wöhnliclien« Funktion y =/(a?), d. h. einer Funktion, die 
nicht bloß stetig, sondern auch endlich oft differenzierbar 
und abteilungsweise monoton gegen jede als Abszi^en- 
achse genommene Eichtung ist. Kur dann entsteht ein 
Gebilde, das dem gewöhnlichen Begriff der Kurve, als 
einer mit dem Stift zu zeichnenden Linie, entspricht. 
Die Kurve heißt »algebraisch« oder »transzendent«, je 
nachdem die Funktion f{x) algebraisch oder transzendent 
ist. Die sogenannten »außerordentlichen« Kurven, die z. B. 
Funktionen entsprechen, welche, obwohl stetig, doch nir- 
gends einen Differentialquotienten haben, oder die jeden 
Punkt eines endlichen Flächenstückes erreichen, gehören 
der Analysis und Funktionentheorie, bzw. Mengenlehre an. 

Um Kurven zu erzeugen, verwendeten schon die 
Alten wesentlich zweierlei Methoden: geometrische und 
kinematische^). Die geometrischen Methoden können 

*) S. die Abhdlg. von A. v. Bbaunmühl „JSwi. Studie über die 
organische Erzeugung eh, K, von d, ältesten Zeiten bis z, Ende d, 
18, Jahrh.^ Katalog der math. Ausstellung, Nürnberg 1892, 54 — 88. 
Vgl. auch die beiden Bände von K. Dokhlkmann „Geom, Trans' 
formationen" , S. S. XXVH u. XXVIH, Leipzig 1902 u. 1908, 
bes. Bd. II. 

WiELBiTHEB, Speziell« ebene Kurven. 1 



2 I. Abschnitt. Kissoiden. 1, 2. 

wir in ebene und räumliche scheiden. Die Kurve wird 
entweder erzeugt durch Konstruktion aus gegebenen ein- 
facheren Elementen (Punkten, Geraden, Kreisen usw.) 
oder als Schnitt bekannter Flächen gewonnen, wie die 
Kegelschnitte aus dem Kreiskegel. Bei der kinematischen 
Erzeugung wird die Bewegung eines Punktes (einer Ge- 
raden usw.) definiert und der Ort (die Einhüllende) des 
Elementes bestimmt. Dazu können wir, als mehr der 
neueren Zeit angehörig, eine dritte Erzeugungsart fügen: 
die analytische. Man legt der definierenden Funktion 
gewisse Bedingungen auf oder verlangt die Erfüllung be- 
stimmter Beziehungen zwischen irgendwelchen Elementen 
der Kurve. Diese Forderungen führen, analytisch for- 
muliert, entweder direkt zur Gleichung der Kurve -oder 
zunächst zu einer Differentialgleichung, aus der sich die 
Kurvengleichung durch Integration ergibt. Die drei ge- 
nannten Methoden sind natürlich nicht scharf getrennt, 
d. h. man kann gegebenenfalls etwa eine kinematische 
Methode oder eine analytische Forderung geometrisch 
deuten und umgekehrt. 

2. Wir beginnen mit einer sehr einfachen Konstruk- 
tion, durch die eine große Familie von Kurven erzeugt 
werden kann. Es seien zwei beliebige Kurven f und f', 
sowie ein irgendwo liegender Punkt gegeben. Man 
ziehe durch eine Gerade G , die f in P , FMn P' 
schneide. Auf G mache man dann OQ = OP'— OP für 
alle Schnittpunkte P bzw. P^ Dreht sich nun G um O, 
so beschreibt Q eine Kurve C , die wir die »Kissoide« 
von r und f in bezug auf nennen 2). Diese y>Jci88oidäle<i^ 
Konstruktion besteht also, kurz gesa0, in der Subtraktion 
der Radienvektoren zweier gegebenen Kurven. Ifatürlich ist 
hierin die Addition einbegriffen. Man brauchte ja nur 
die in bezug auf zu f symmetrische Kurve Fq zu ver- 
wenden. Doch ist die Subtraktion zur Diskussion be- 
quemer. Insbesondere sieht man sofort die Eichtigkeit 



*) Nach L. C. Schulz von Steasznioki, Zeitschr. Phys. Math. 
Wien 8, 1830, 179—188; G. Pbano, Äppl geom. del calc. inf,, Turin 
(Bocca) 1887, S. 85/86. Der Name wird in Nr. 27 erklärt werden. 
— Andere Autoren ^ wie Ch. Wiener, J. Sobotka, sagen »ver- 
allgemeinerte Konchoiden«. Diese Bezeichnung reservieren wir 
für eine speziellere Kurvenfamilie (II. Abschnitt). 
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des Satzes ein: Verbindet man die im Endlichen liegenden 
Schnittpunkte R von f und f mit , so sind die Ge- 
raden OB Tam,genten in cm die Kissoide C. Sind 
demnacli F bzw. f algebraische Kurven der m^^ bzw. 
^ten Ordnung, so hat C in im allgemeinen einen mn- 
fachen Punkt. Von dieser Zahl mn kommt die Zahl oc 
in Abzug, wenn oc der Schnittpunkte im Unendlichen 
liegen. Geht femer F /S-mal, f y-mal durch , so kommt 
auch noch die Zahl ßy in Abrechnung. Der Punkt 
ist also unter diesen Voraussetzungen für C em{mn—ßy—(x)- 
facher. Um die Ordnung von C festzustellen, bestimmen 
wir zunächst die Anzahl der Punkte Q , die außerhalb auf Q 
liegen. Deren sind so viele, als es zwischen den {m — ß) 
Schnittpunkten P mit F und den {n — y) Schnittpunk- 
ten P' mit f Kombinationen gibt, d. i. (m — ß) {n — y) . 
Zählen wir hierzu die Ordnung der Vielfachheit des Punk- 
tes , so ergibt sich die Ordnung v von C . Daher 
haben wir den Satz: 

Die Kissoide C zweier Kurven F, F' m*^ hzw» n^ Ord- 
nung, die hzw, ß- und y-mäl durch den Pol gehen und im 
Unendlichen oc SchnittpunJcte hahen, ist von der Ordnung 
v = [2mn — (ßn + ym + oc)]. 

3. Es gibt ein sehr einfaches Verfahren, an C die 
Tangente zu ziehen, wenn die Tangenten von F und F' 
bekannt sind. Es seien nämlich F und F' durch ihre 
Polargleichungen gegeben (in q und ö), so sind die be- 
züglichen •Polarsubnormalen 

(F) Jn = dQjdd, (P) S'^^dQ^jdO, 
dann ist für C : ^ = ßg "" Öi "^^^ daher 

Jn = dQJde = Q2 — Qt = cJ; — cJn . 

Für die Kissoide zweier Kurven ist also die Polar suh- 
normale gleich der Differenz der Polarsubnormalen in den 
entsprechenden Punkten der beiden OrundTcurven. 

Dadurch ist die Kormale und somit auch die Tan- 
gente an C leicht zu konstruieren. 

Auch das Exümmungszentrum von C läßt sich kon- 
struktiv bestimmen, wenn die Krümmungszentren von F 
und f bekannt sind. Dazu ist nur nötig, daß man aus 

1* 
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9 (Erümmungsradius) q'\ und umgekehrt, konstruieren 
könne. Kun ist aber bekanntlich 

m ^ _ (e' + q")* 

■ , e*+'2e'»-ee"' 

also 

Sei OP (Fig. 1) = ^, OM^q\ dann ist JfP = fe2 + ö'«)* 
= a. Fällt man JlfP±JfP, so ist OB^q'^Iq, BP 

= fe^ + q'^)Iq = 6 • I>ann läßt sich 
^ C M' \ ^^ schreiben 

(2) e =_--6._^^. 

Ist nun 0P = ^, OM'==MO und 

Jlf'AllCB, so wird AP=6(a-«)/« 

und OA = q''^). 
ng. 1. Ist umgekehrt q'' gegeben, so 

braucHt man nur B mit dem 
Mittelpunkt N von MA zu verbinden, um den Erüm- 
mungsmittelpunkt zu erhalten. 

Da für die Kissoide q^^ = gi' — Qi ist, diese Strecken 
aber aus den Krümmungsradien ^ und Äi von f und f 
konstruiert werden können, so läßt sich auch 9 kon- 
struieren. 

§ 2. Die Fufipunktskurven der Mittelpunktkegelsehnitte im 

allgemeinen. 

4« Um spezielle Kurven zu erhalten, nehmen wir zu- 
nächst als Grundkurven zwei Kreise K und K' mit den 
Badien r und B , den Pol auf K . Da die beiden Kreise 

') Nach H. DB Bh^yille, Nouv. Ann. math. (3) 10, 1891, 411/16. 
Dieselbe Konstruktion wurde von M. d'Ooagkb auf anderem Wege 
abgeleitet und etwas ausgebaut. S. Joum. math. spöc. (4) 4, 1895 
3 — 7, 25/6; auch dess. Verf. „Cours de geöm, descript et infinit" 
Paris (Gauthier-Yillars) 1896, 279—289. — Andere Konstruktionen 
bei J. SoBOTKA, Beitr, g. inf, Geom, d. Integralkurven ^ Stzgsb. Ak. 
Wien tmath.-nat.) 107, Abt. II a, Mai 1898 u. Zur inf. Geom. einiger 
Bankwrven, Stzgsb. böhm. Ges. W. Prag 1898, XXVI; ferner bei 
Gh. Wiener, Dargt, Qeom. II. Bd., Leipzig (Teubner) 1887, S. 223. 
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zwei unendlicli ferne Punkte, die imaginären Ereispnnkte, 
gemein haben, wird die Ordnung von C nach Kr. 2 gleich 
2 • 2 • 2 — (2 + 2) = 4 , ein Doppelpunkt. Die. Mittel- 
punkte M , M' der beiden E!reise mögen die Koordinaten 
(i P 9 i 9) ^^d (^ 9 0) lia.ben (Fig. 2). Dann ist 

(K) ^i = pcosö + gsinö , 

(KO ea = ^ cos Ö ± y^« — m« sin« Ö . 
Demnach 

(C) ^ = (m - p) cosÖ - g sinö ± ViZ« - w« sin«Ö . 

Sei nun 

die Gleichung eines Mittele 
punktkegelschnittes, wo für die 
Hyperbel im folgenden immer 
hur ih statt h zu setzen wäre, 
und fäJlen wir von einem Punk- ^ 
te 0((x, /3) auf sämtliche Tan- pig. 2. 

genten von E die Lote, so be- 
schreiben die Fußpunkte dieser Lote die »Fußpunkts- 
kurve« F von E in bezug auf . Ist u die exzentrische 
Anomalie der Ellipse, so läßt sich die Tangentengleichung 
schreiben 

(1) £^4.i^_l = 0. 

Die Gleichung der Senkrechten aus lautet dann 

(2) — 1^ — smw — - — - cosw = . 

Die Elimination von u aus (1) und (2) gibt 

(3) F = [aj2 + y«-(Äa? + /Sy)P-a«(a?-a)«-62(y-/S)« = 

als Gleichung der gesuchten Fußpunktskurve. Verlegt 
man den Koordinatenanfangspunkt nach 0, so wird die 
Gleichung von F 

(3«) I ^^* + ^*^* + 2{ocx + ßy) {x^ + y') + (a« ~ a^)x^ 
^ \ +2(xßxy + (ß^-'b^)y^ = 0. • 




I. Abschnitt. Kissoiden. 



4, 5. 



Diese Gleichung gibt zu Polarkoordinaten transformiert 

(4) Q {oc cosö + /S sin ö) ±ya2 - (a« - 52)sin«ö . 

F ist also mit C zu identifizieren, wenn man setzt 



(IV) 



{;: 






a = B 



h = iB 



2 



m 



8 






B = a 

m = +e. 



Daher können wir sagen : Jede FußptmktsJcurve einer EUipse 
oder Hyperbel Icann hetrachtel werden als Kissoide zweier 
verschiedenen reellen Kreispaare mit dem Pol auf einem 
der beiden Kreise, 

5. Daß die Kissoide zweier Kreise, von einem Punkte 
des einen E!reises aus genommen, eine Fußpunktskurve 
eines Kegelschnittes gibt, hat einen tieferen Grund. Vor 
allem ist aus der Erzeugung klar, und die Gleichung (3) 
zeigt es, daß die Kissoide in den imaginären K!reispunkten 

Doppelpunkte hat. Sie ist also 
^ eine »bizirkulare rationale 
Quartik« Q. Eine solche ent- 
steht aber aus einem Kegel- 
schnitt E' durch zirkuläre In- 
version (Transformation durch 
reziproke Eadien) von dem drit- 
ten Doppelpunkt aus. Es sei 
A ein Punkt von E', A' der 
konjugierte auf OA in bezug auf 
den Inversionskreis M , so be- 
schreibt A' die Quartik Q . Ist 
T die Polare von A in bezug auf 
M , so geht T durch A' und steht senkrecht auf OA . 
T umhüllt aber den polarreziproken Kegelschnitt E von E' 
in bezug auf M . Daher ist Q Fußpunktskurve von E*). 

*) Vgl. Algehr. jK". § 40. — Daß jede biz. rat. Quartik sich in der 
angegebenen Weise erzeugen lasse, wurde zuerst von G. Teixeira, 
Ann. di mat. (3) 11, 1905, 9—28 angegeben. Tkixbiea findet noch 
zwei weitere imaginäre Grundkreispaare, die bei unserer Be- 
handlung nicht ersichtlich werden, da wir von vornherein das 
Achsenkreuz so um drehten, daß es dem Kreuz der Haupt- 
achsen des Kegelschnittes parallel lag. Die folgende geom. Her- 
leitung ist nach der von V. Betali im Interm^d. math. 14, 1907, 
119/9 gegebenen etwas vereinfacht. 




Flg. 3. 
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I 

Das eben Gesagte läßt eine Verallgemeinerung zu, 
die wir später oft benutzen werden. Wir haben nach 
Fig. 3 sofort den Satz: Die FußpunTctsTcurve Q irgend 
einer Kurve E in hezug auf einen Pol ist die Inverse 
der Polarreziprolcen E' von E in hezug auf einen Kreis M 
um . 

Wir geben ferner noch eine direkte geometrische Her- 
leitung der kissoidalen Erzeugung der Fußpunktskurve 
eines Kegelschnittes. Auch diese geht aus einer all- 
gemeineren Betrachtung hervor, die uns später (Kr. 109) 
wieder von Nutzen sein wird. Es sei E irgend eine Kurve 
(Fig. 4) und P beschreibe die Fußpunktskurve F des Poles F 
in bezug auf E . Ist dann 
ein anderer Pol, Q der P 
entsprechende Fußpunkt 
auf derselben Tangente 
und f äUen wir OA _L PP, 
so ist immer 

OQ = FF-FA, 

während A auf dem Kreise 
läuft, der OF zum Durch- 
messer hat. Also können 
wir sagen : Die FußfunlcU - 
Icurve * eines Poles in 
hezug auf eine Kurve E ist 
die Kissoide der Fußpwnktslcurve F in hezug auf den Pol F 
und des Kreises mit dem Durchmesser OF . Ist nun E ein 
Kegelschnitt, F ein Brennpunkt desselben, so ist bekannt- 
lich F der Scheitelkreis über der großen Achse von E , und 
wir haben sofort die kissoidale Erzeugung von * aus zwei 
Kreisen. Soll 4) gleich die richtige Lage haben, so müssen 
wir nur beide Kreise um die Strecke FO der Größe und 
Eichtung nach verschieben. 

Zu8. Setzt man in (3 *) ä = e , ß = , so trennt sich der 
Faktor (cc* + y*) ab und es ergibt sich wirklich die Gleichung des 
Scheitelkreises. Setzt man aber ix = , ß = ei, nimmt also einen 
der imaginären Brennpunkte des Kegelschnittes als Pol, so trennt 
sich wieder (x^ + y^) ab und es kommt als Fußpunktskurve der 
(im Falle der Ellipse reelle) Scheitelkreis über der kleinen Achse 
als Durchmesser. Dies scheint bisher unbeachtet geblieben zu 
sein. Wir werden aber später davon Gebrauch machen (Nr. 155). 




Flg. 4. 
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6. Es ist leicht nach (IV) oder mittels der geome- 
trischen Herleitung, deren Eesnltate sich mit (IV) decken, 
zn irgend einem Kreispaar und Pol den zugehörigen Kegel- 
schnitt, und umgekehrt, anzugeben. Liegt der Pol inner- 
halb des einen Kreises, so entsteht die Pußpunktskurve 
einer Ellipse, liegt er außerhalb, die einer Hyperbel. Ein 
eingehenderes Studium der Figuren 5 und 6 wird alle 
Einzelheiten klarstellen. Die Kreise sind dort so gewählt, 
daß sie sich reeU schneiden, also Knoten auftreten. Die 




Flg. 6. 



analytische Bedingung hierfür ist, daß die Diskriminante A 
des Ausdruckes {(x^ — a^)x^ + 2(Kßxy + {ß^ — &*) y^ posi- 
tiv sei. Nun ist A = a^l>^{(x^ja^ -f ß^jh^ — 1) . Es kommt 
also darauf an, daß 0(a , ß) nicht im Inneren von E liege. 
Berühren sich die Kreise, so entsteht eine Spitze, die bei 
der Ellipse nach innen, bei der Hyperbel nach außen ge- 
richtet ist. Die Formen mit isoliertem Punkt sind in 
den Figuren 76, 77 der Nrn. 116/17 gegeben. 

7. Die in Eede stehenden Kurven haben eine Eigen- 
schaft, die eine Erweiterung des Sekantensatzes am Kreise 
darstellt, Nämlich; 



7. 



§ 2. Fußpunktskurven der Kegelschnitte. 



Zieht man durch irgend einen PunTct A beliebige StrdHenj 
80 hat da8 Produkt der auf einem Strahl gemessenen von Ä 
ausgehenden vier BadienveTctoren einen TconstaMen Wert. 

Um dies zu beweisen, lege man das Achsenkreuz 
nach A . Dann habe die Kurve die Gleichung 




Schneidet man sie nun mit y = (ßtgOf so erhält man für 
die Abszissen der Schnittpunkte 8i, Äa , Ä» , A4 eine Glei- 
chung, die a?ia?a co^ x^ = 71/(1 + tg*ö)* == IIco^^ö liefert. Kun 
ist aber Xi= ASiCOBÖ und also 

A8i'A82'A8^'A8^ = n 

unabhängig von 6. 

Es ist sofort ersichtlich, daß derselbe Satz auf alle 
Kurven ausgedehnt werden kann, deren höchste Glieder 
in X, y {x^ + y^Y sind, die also, sofern nicht die unend- 
lich ferne Gerade selbst (Doppel-) Tangente ist, in jedem 
Kreispunkt einen n -fachen Punkt haben. Wir wollen 
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solche Kurven »Potenzkurven« nennen. Ihre charakte- 
ristische Eigenschaft fassen wir in den Satz: 

Alle Kurven 2n^ Ordnung^ die Tceine anderen unend- 
lich fernen PunTcte besitzen als die Kreisptmicte, haben eine 
Potenz in hezug auf alle PunTcte der Ebene ^). 

Ist F{Xjy) = die Gleichung der Potenzkurve, so 
ist der Wert der Potenz eines Punktes A(jli, v) offenbar 
Ffjx^ v) = n. Die Gleichung F{x, y)^n stellt daher 
den Ort gleicher Potenz TI für die Kurve F{x , y) = 
dar. Beim Kreise ist dies einfach ein konzentrischer 
Kreis. Überhaupt haben diese »Kurven gleicher Po- 
tenz« mit der Grundkurve und untereinander keinerlei 
im Endlichen liegenden Schnittpunkte gemein (vgl. Alg. K. 
§ 24). In den imaginären K!reispunkten verhalten sie sich 
aber wie die Grundkurve. Genauer: Auf jedem Zweig 
durch einen Kreispunkt liegen 2n konsekutive, koinzi- 
dierende Schnittpunkte. Das gibt für die 2 n Zweige in 
der Tat {2n)^ Schnittpunkte. Für die Fußpunktskurven 
der Kegelschnitte sind demnach die Kurven gleicher Po- 
tenz allgemeine bizirkulare Quartiken. 

8. Bevor wir zu ausgezeichneten Typen unserer Fuß- 
punktskurven übergehen, sei noch ein Wort über ihre 
Fläche gesagt. AU Fläche einer Kurve faß man ganz 
aUgemein die algebraische Summe aller Flächenelemente 
auf, die der RadiusveTctor überstreicht, wenn sein Endpunkt 
den geschlossenen, im übrigen sich beliebig selbst durch- 
setzenden Linienzug beschreibt^ In diesem Sinne erhalten 
wir bei den Formen mit Knoten im FaUe der Ellipse 
die Summe der beiden Blätter, im Falle der Hyperbel die 
Differenz derselben. In den FäUen mit Spitze und iso- 
liertem Punkt ergeben sich Flächen im eigentlichen Sinne. 

Heißt man die zwei Eadienvektoren, die den beiden 
Zeichen der Wurzel entsprechen, ^^ und ^2 ? so ist nach (4) 



^) J. Pbtkbsbn, Tidsskr. Math. (2) 5, 1869; später ausführl. 
Unters, über d. Gegst. von F. P. Rufpini, Mem. Acc. Bologna (4) 
10, 1890; neuerdings hat das Problem gestellt S. GüNDaLFixasB, 
Arch. Math. Phys. (3) 2, 1902, 356 [Antworten s. ebd. 3, 84, 172, 
309; 4, 352]. Auch der Name »isotropische Kurven« ist in Ge- 
brauch. 

*) Gauss in Sohumachbes Übersetzung von Cabnots G^om, de 
po8, II, S. 362; MöBius, Baryz, Kalkül 165, Anm.; Statik 45, 
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A) für die elliptische Füßpunktsknrve; 



2jk 



fB = i/(e? + ^) äv 





23t 



= i/[(«^ - &3 + a« - ß^) cos^ö + 2Ä^siiiöcosi9 + (»^ + ß^)] d0 




2^ 





= i/d» + 6« + «. + ^.) dö { g^^Se'^eJÄ^deS 



= ^7i{a^ + h^ + (x^ + ß^). 

Man hat ferner 

B) für die hyperbolische Fußpunktsknrve; 

fB=-ifiel-^)de (wobei 9mö. = j^=^) 
= 2/'(a cosö + /Jsinö) ya2 - (a« + h^) sin^ödö 
■ = 4aj^osöya3-(a« + ft«)8in«ödö { ^^J vÄliidS 






) • 



Fragen wir nach dem Orte des Punktes (a , ß) bei kon- 
stanter Fläche f der Fußpunktsknrve, so sehen wir, daß 

^) Dieses Besultat wurde wohl zuerst von E. Malo (Interm^d. 
math. 12; 1905; 187/9) angegeben^ aber auf einem umständlicheren 
und nur für die Hyperbel passenden Wege, durch Infinitesimal- 
beixachtungen später von demselben Arch. Math. (3) 12, 1907, 
345/8; auf dem obigen Weg vom Verfasser, Ann. Ac. Polyt. Porto 
2, 1907. 
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dieser für die Ellipse ein Kreis um 0^) mit dem Badins 

[2 fjn — (a^ + &^)]^ > f™ die Hyperbel eine Parallele zur 

Nebenachse im Abstände fia^ + h^/a^ n ist. Für die 
Punkte der Nebenachse selbst ist /" = wegen der Sym- 
metrie. 



§ 3. Die Lemniskaten von Booth und BernouUi. 

9. Ausgezeichnete Typen unserer Fußpunktskurven 
ergeben sich, wenn wir 1. dem Pol spezielle Lagen er- 
teilen, 2. spezielle Kegelschnitte zugrunde legen. Wir 
fassen zunächst die erste Möglichkeit ins Auge und be- 
trachten den besonderen FaU, daß der Pol mit dem Mittel- 
punkt des Kegelschnittes zusammenfällt. Die Kurve ist 
dann zu beiden Achsen symmetrisch und heißt » B oothsohe 
Lemniskate«^). Ihre Gleichung ist [a = )8 = 0] 



(1) 



(a?2 + y8)2 = a2a?8 4.ft2y2. 




. Flg. 7. 

D& p = m = ±e, 2 = 0, B, = a^ r =^\t wird, so liegt 
der Mittelpunkt des einen erzeugenden Kreises M in der 
halben Brennweite, der andere fällt mit dem Brenn- 



^ Wir erwähnen nur, daß dieser Satz überhaupt für ge- 
schlossene Kurven gilt. ist im allgemeinen der sog. Krümmungs- 
sohwerpunkt. S. Lobia, S. 677/9. 

') J. Booth y A treatise on some new geometricdl methods I, 
London 1873, S. 162 ff. 
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punkte M' zusammen (Fig. 7 u. 8). Das zweite Kreispaar 
ist zum ersten in bezug auf die Nebenachse symmetrisch. 
Macht man nun auf irgend einem Strahl Q = OP' — OP^ 
so kann man bemerken, daß der Mittelpunkt N von PQ 
von M die konstante Entfernung \P'M' ^ \a hat. Be- 
schreibt man den Kreis um M mit ^a als Badius und 
nennt man den zweiten Schnittpunkt von ON mit diesem 
Kreis N', so ist N'0 = PN=-NQ. Daher wird OQ 
-=ON-ON'^N'N (in beiden Fig. 7. u. 8). 




—o 



Fig. 8. 

Mcm erhalt also eine Baothsche Lemnislcaite, wenn man 
die auf den Strahlen durch einen festen Punkt liegenden 
Sehnen eines Kreises von diesem Punkt aus als Radien- 
Vektoren oMrägt. 

10. Die Tangenten des Doppelpunktes sind ge- 
geben durch a^a?* + fe^y^ = 0, liegen also so zur Neben- 
achse, wie die Asymptoten [x^/a^ + y^lh^ = 0] des Kegel- 
schnittes zur Hauptachse. Sie sind reell im Falle der 
Hyperbel, imaginär bei der Ellipse. Immer aber ist ein 
»Inflexionsknoten«, d. h. beide Zweige haben in ihm einen 
Wendepunkt. Denn jepLe der beiden Doppelpunktstangenten 
[ax + ihy = 0] schneidet in vier koinzidierenden Punkten, 
da die Glieder dritter Ordnung in der Gleichung fehlen; 
jede berührt also dreipunktig, weil ein Schnittpunkt durch 
den zweiten Zweig veranlaßt wird. 
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Um auch die zwei anderen Doppelpunkte in den ima- 
ginären Kreispunkten J und J' näher zu untersuchen, trans- 
formieren wir die Gleichung (1) auf das Koordinaten- 
dreieck 04 J' ^ d.h. wir setzen 

(OJ) a? + iy = f, (OJ") x-iy = ri, {jr)z = ^{=l). 
Dann wird aus (1) 

(1*) 4 |2 ^2 _ ^2 f 2(1 + ^)2 + 1% f 2(1 __ ^)2 = . 

Die niedrigsten Glieder in | , f und ^ , C, d. h. die Ko- 
effizienten der höchsten Potenz von rj bzw. f geben die 
Doppelpunktstangenten in J und J'. Diese sind also: 
4|2 — (a2_62) = o und 4?y2 - («2 _ fe2) = q oder 

(2) f f =a^ + iy=+ic 

\ rj = X — iy =+^6 . 

Spitzen wären also in J und J' nur dann, wenn a^ = ft^ 
wäre (Kreis). Dann läßt sich aber von (1) der Faktor (x^ + y^) 
abscheiden. Setzt man ferner in (1*) etwa f = ±^eC, so 
trennt sich naturgemäß der Faktor f dreimal ab. Für 
den vierten Schnittpunkt der Doppelpunktstangente mit der 
Kurve bleibt aber die Gleichung 6 (a^ — fe^) f ± 4 (a^ + ft^) ?y = , 
die nur dann auch mit f = zusammenfällt, wenn a^ = —h^ 
(gleichseitige Hyperbel). Dann sind also auch die Kreis- 
punkte Inflexionsknoten. Die Fußpunktskurve der gleich- 
seitigen Hyperbel mit der Gleichung 

(3) (a?2 + y2)2 = ^2(^.2 _ y2) 

oder in PolarTcoordinaten 



(3*) Q = a/cös2i9 

\ hat drei Inflexionsknotenj wovon zwei in den imaginären 
KreispunMen liegen, Sie ist die bekannte Bernoullische 
Lemniskate (Fig. 8) i^). 

Die Inv^rse in bezug auf einen Kreis vom Eadius l um , 
deren Aufstellung im allgemeinen Falle wir dem Leser über- 

^°) Jak. Bkbnoulli, Act. Enid. Sept. 1694. — Zu ihrer Erzeugung 
als Kissoide aus einem Kreise um M mit Eadius MN = r = ia ist 

der feste Punkt im Abstände OJf = |aV2 von M zu nehmen. 
Diese Xonstr. wird 0. Maclaumn zugeschrieben. Die Gleichung 
in f, fj, flautet: 2f*j;« — a»f«f« — a«j;»f« = . 
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lassen, ist für (3*) q = PlaiG0^2 6 oder x^ — y^ = l^/a^ . 
Das ist eine zur ursprünglichen gleichseitigen Hyperbel 
homothetische gleichseitige Hyperbel; sie ist nach Nr. 5 
zur ursprünglichen auch polarreziprok und für 1 = a mit 
ihr sogar identisch. 

11. !N'ach J. Plückers Definition nennt man ganz all- 
gemein »Brennpunkte« einer Kurve die Schnittpunkte der 
an die Kurve von den imaginären Kreispunkten zu legenden 
Tangenten. Diese Punkte erfüllen oft wichtige metrische 
Eelationen. In unserem Falle interessieren uns besonders 
die »außerordentlichen Brennpunkte«, die Schnittpunkte 
der vier Doppelpunktstangenten in J und J\ Aus (2) 
erhalten wir für deren Koordinaten 



(3t) • ~* 









Die vier außerordentlichen Brennpunkte einer Booth sehen 
Lemniskate liegen also auf den Achsen in der halben Ent- 
fernung der Brennpunkte des Orundkegelschnittes, Sie sind 
die Mittelpunkte der erzeugenden Kreise, die nicht durch 
gehen. Dies für die zwei imaginären nachzuweisen, sowie 
die Aufsuchung der gewöhnlichen Brennpunkte und der 
Brennpunkte der allgemeinen Fußpunktskurve eines Kegel- 
schnitte^ überlassen wir dem Leser. 

Wir verbinden die zwei reellen Brennpunkte M und M^ 
mit einem Punkte Q{co, y) der Kurve. Dann ist 



:2 



MQ''.M,Q' = [{x - \eY + y»] • [(x + i«)* + y*] 

und wegen (1) 

= i(a2 + &2)(^2 + y2) + ^e4. 

Die Booth sehen Lemniskaten genügen also folgender Ee- 
lation 

(4) MQ^^M^^ = Öltf* + A*ÖQ\ 

Im Falle der BernouUi sehen Lemniskate ist J.=^(a2+fe2)=0 
und man erhält die bekannteste Eigenschaft (Äeser Kurve 



(5) MQ'M^Q^OM 



2 
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12. Die Fläche der Booth sehen Lemniskate ist im 
eUiptischen Falle f=^7t{a^ + h^)^^), im hyperbolischen 
Falle !N'ull. Will man bei einer Kurve der letzteren Art 
die Fläche eines einzelnen Blattes, so hat man JQ^dO 

zwischen den Grenzen und arctg-r- zu nehmen. Es er- 
gibt sich 

arc1«|- 



/=/(« 



8cos2Ö~fe2gin2e)<|0 

= <i(a« - 6«) + i(a^ + &^)sin2 ö>^^ * = i(a« + aft - 6«) . 

Die hyperbolische Booth sehe Lemniskate ist also elementar- 
geometrisch quadrierbar. Ein Blatt der Bernoulli sehen 
Lemniskate hat die Fläche ^ a^ . 

13. Aus Gleichung (3*) erhält man ^' == — asin2ö/ycos2ö. 
Nennt man jll (jh') den Winkel zwischen Tangente (Normale) 
und Badiusyektor, v den Winkel der Normale mit der 
Achse, so ist 

tgf^ = qIq' = —ctg2e , 

aber /i = /i' + | jr und folglich fx' = 26, woraus sofort 

(6) V = 3 ö 

sich ergibt. Bei der Bernoulli sehen Lemniskate ist also der 
Winkel der Normale gegen die Achse das Dreifache des Polar- 
winkeis ^^). 
Da ferner 

(7) d« = adö//cös"2ö 
und ^dv=^ds, so ergibt sich 

(8) g= ^JL_ ==|^. 

3ycos2(9 3ß 

Das Produkt ^q hat also den konstanten Wert ^a^. 
Die Gleichungen (6) und (8) geben eine sehr einfache Kon- 

^^) Allgemein gilt der Satz: Die Fläche der Fußpunktskurve 
in htzug auf einen beliebigen Punkt ist deich der Fläche der Fußp.-K. 
in bezug auf den Krümmungsschwerpunfct 8 , vermehrt um die Fläche 
des Ealbkreisea über 08 (Lobia S. 679). 

^') Ybohthank, IHss, inaug. phü, de curvit lemniscatae, Göttin- 
gen 1843. 
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struktion von Tangente und Krümmungsradius speziell für 
die B«rnoullische Lemniskate. Wir wollen aber hier gleich 
die zwischen Ä und 8 bestehende Eelation ableiten, indem 
wir aus (7) und (8) 6 eliminieren. Diese Eelation heißt 
man die »natürliche Gleichung« der Kurve. Sie wird 
später, besonders bei transzendenten Kurven eine wichtige 
EoUe spielen, weil sie eine von jedem Koordinatensystem 
unabhängige Definition der Kurve gibt (vgl. Nr. 122). Man 

erhält aus (8) ^«d^ 

da = — ■ — - ■ 
^^81 ^* — o* 

und dann schließlich 



(9) » = 3 



Der Wert Ä = ^ a ist das Minimum für den Krümmungs- 
radius in den Scheiteln. Allgemein findet man, daß 

«cos/:^ «cos2ö = ie 

ist. D. h. die Projektion des Krümmungsradius auf den 
BadiusveTctor ist gleich dem dritten Teil des Eadiusvelctors. 
Diese Eigenschaft, sowie die durch Gleichung (6) gegebene, 
charakterisiert die Kurve als eine spezielle »Sinusspirale« 
(vgl. Nr. 92). 

Zusätze. 1. Für den Polarwinkel des Badiusvektors, der ein 
halbes Blatt einer Bernoulli sehen Lemniskate im Verhältnis A : fx 
teilt, ist sin2ö = A/(A + /*)**). Die Teilung ist also, wie die Qua- 
dratur, mit Zirkel und Lineal ausführbar. 

2« Zieht man ein System von Parallelen zur Hauptachse der 
Bernoulli sehen Lemniskate und seien E, F irgend zwei nicht zur 
Nebenachse symmetrische Schnittpunkte, so liegen die Mittelpunkte 
aller Kreise {EOF) auf dem Kreise um durch die Brennpunkte. 
Daraus fließt folgende Konstruktion^^) der Lemniskate: In einem 
Kreise über MM^ als Durchmesser ziehe man alle zu MM^ senk- 
rechten Sehnen AA^ und über ihnen als Durchmesser die Kreise. 
Diese bringe man zum Schnitt mit den Kreisen um A (bzw. A^, 
die durch den Mittelpunkt von MM^ gehen. Die Schnittpunkte 
Ey F beschreiben die Lemniskate. 

^^) BiBBENS DE HaaN; Diss. tnaug. de Lemniscata Bemotdliana, 
Amsterdam 1874. 

**) S. die vom Verfasser gestellte Aufgabe nebst Lösungen 
im Arch. Math. (3) 12, 1907, 277/81. 

WiELEiTNEB, Spezielle ebene Kurven. 2 
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§ 4. Quartiken mit drei Inflexionsknoten. 

14. Die BernouUische Lemniskate legt es nahe, nach 
allen Kurven vierter Ordnung zu fragen, die wie sie mit 
drei Inflexionsknoten ausgestattet sind. Diese Kurven- 
familie besitzt eine Eeihe allgemeiner Eigenschaften, auf 
deren Darlegung wir jedoch verzichten müssen ^s). Wir 
begnügen uns hier eine gemeinsame projektive Erzeugung 
dieser Quatriken zu geben und werden aus ihr einige Typen, 
denen eine besonders einfache metrische Erzeugung zu- 
kommt, herleiten. 

Das Dreieck der Inflexionsknoten OiO^O^ sei das Fun- 
damentaldreieck für homogene Punkt- und Linienkoordi- 
naten {x^ , x^ , x^', u^ , U2 , u^) . Es sei ein Polardreieck 
' eines Kegelschnittes * , dessen Gleichung in Linien- bzw. 
Punktkoordinaten dann lauten muß 

/^x d) = I ^^^^ + «2 i*i + A3 wl = 

l ^r^a?? + (x^^xl + Ä3^a?i = . 

Wir bestimmen zu jeder Tangente T von den Pol P 
in bezug auf das Grunddreieck. Dieser PoP^) beschreibt 
dann eine Kurve der verlangten Art. 

Hat T die Koordinaten t?i , t?2 > ^3 ^^^ betrachten wir 
das Grunddreieck als Kurve dritter Klasse mit der Gleichung 
A ^ ^1 1*3 lig = , so sind die Koordinaten von P durch 
{däldui)ui=f,. gegeben: 

(2) *a?i = -»2 ^3 J *^2 = '»3 ^1 > *^3 = ^»1^2 • 

Hieraus erhält man umgekehrt 

(3) vi = dÄ?r^ X2 a?3 , t?2 = -öa?! a?2^ a?3 ,- vi = da?i x^ xj^ . 

Setzt man diese Werte in (1), so ergibt sich die Gleichung 
der von P beschriebenen Kurve 

(4) Q ^ Äj a?2 a?3 + 0^2 ^3 ^ + 0C3 a?? a?2 = . 

Diese Kurve Q hat in der Tat z.B. in der Ecke O3 einen 
Doppelpunkt mit dem Tangentenpaare «i a?! + 0^2 ^1 = , 

") S. LAGUKBaB, Nouv. Ann. math. (2) 17, 1878 und vor allem 
SoHOUTK, Arch. Math. Phys. (2) 2, 3, 4, 6, 1885/7. 

*•) Schneidet T 0^0^ in S^y so liegt P auf dem zu 0^0^ , 
0, Og , 0, 5, harmonischen Strahl. Ebendo für die übrigen Ecken. 
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das die Ktirve in keinem weiteren Punkte mehr trifft. 
Jede Tangente ist also Wendetangente. Ebenso ist es in 
den beiden anderen Ecken. 

Die Gleichung der Kurve Q zeigt, besonders wenn 
man sie in der Form 

(4*) Q = (X^Xl^ + «2 ^2^ + «3 ^3^ = 

schreibt, daß sie durch quadratische Transformation [gxl = x^^] 
aus dem Kegelschnitte 

(5) V ^ (x^x\ + «2 a?l + «8 a?3 = 

hervorgeht. Dieser Kegelschnitt V , der das Grunddreieck 
ebenfalls zum Polardreieck hat, ist aber zu polarreziprok 
in bezug auf einen dritten Kegelschnitt X derselben Art, 
der die Gleichung ä?? + a?! + ^1 == hat. Man hat dann 
in V nur zu setzen aa?< = w<, um * zu erhalten. Die 
Kurve Q hat vier Doppeltangenten; bezüglich dieser, sowie 
bezüglich einer tangentialen Erzeugung sehe man Nr. 86, 
deren Ergebnisse nur dualistisch umzuwerten sind. 

15. Für die Betrachtungen der vorigen Nummer ist es 
ganz gleichgültig, ob das Grunddreieck und die Koeffi- 
zienten «1 , «2 ? ^3 ^^^^ waren oder nicht. Damit nun Q 
reell sei, ist es bei reellem Grunddreieck nötig, daß auch 
die Koeffizienten reell und nicht aUe von gleichem Vor- 
zeichen seien. Dann sieht man aber, daß nur immer zwei 
Inflexionsknoten reelle Zweige haben können. Der dritte 
ist notwendig isoliert. 

Es seien nun a?i=a?=0, x^=y = Q zwei rechtwinklige 
(oder auch schiefwinklige) Achsen, x^=z = Q die unend- 
lich ferne Gerade. Der Kegelschnitt sei die Ellipse 

(6) E = x^la^ + y^jh^ -1=0, 

so daß 

öCi « a^ , «2 = 0^, ^8 = —1 . 

Macht dann eine Tangente T von E auf den Achsen 
bzw. die Abschnitte p r9.i so hat der Pol P seiner Defi- 
nition nach die Koordinaten — p , — g . Die von ihm be- 
schriebene Kurve heißt »Kreuzkurve«. Sie hat die 
Gleichung 

(7) a?2y2 =^2y2 + 2,2^.2. 

2* 
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15. 




Flg. 9. 



Diese sowohl, wie die Konstruktion selbst zeigen, daß sie 
in den unendlich fernen Doppelpunkten die (Wende-) Asym- 
ptoten x = +a,y=±:h hat. Im Anfangspunkte ist der 
isolierte Inflexionsknoten mit den Asymptoten von E als 
Tangenten (Fig. 9). 

Nimmt man dasselbe Achsenkreuz, aber die Hyperbel 



(8) 



H = x^la^ — y^jh^ — 1 «= 



als Grundkegelschnitt, so entsteht eine Kurve, die »Kohlen - 
spitzenkurve« genannt wird (Fig. 10). Sie hat in dem 
einen unendlich fernen Doppelpunkte die beiden (Wende-) 
Asymptoten x= + a^ im Anfangspunkte die Asymptoten 
der Hyperbel zu Tangenten, während der unendlich ferne 
Punkt der a?-Achse isolierter Inflexionsknoten ist (Tangenten 
y =±ih) . Ihre Gleichung ist 



(9) 



x^y^ == a^y^ — h^x^ . 



Da wegen der zentrischen Symmetrie jedem Punkte 
P{—V , —q) ein Punkt P'(p , q) entspricht, lassen sich die 
Konstruktionen der beiden behandelten Kurven wie folgt 
ausdrücken: 



§ 4- Quartiken mit drei Inflesionzknoten. 




Flg. 10. 



Durch die Schnittpunlcte irgend einer Tangente eines 
Kegt^chnitles mit den Achsen ziehe man die Parallelen zu 
den Achsen. Der Schnitt- 
punkt P' dieser beiden 
Parallelen besehreibt eine 
Kreuzlturve, wenn der 
Kegelschnitt eine EUipse, 
eine Kohlenspitzen- 
kurve, wenn er eine 
Syperbel ist. 

ZusItze. 1. Für dieEreuz- 
kurve hat man die Parameter- 
darstellung 

X = ajcoBU , y ^= b/sinw ; 
für die Kohlenspitzenkiirve 

x = a ooBM , y = b ctg« . 
Mittels dieser Farameterdar- 

stellung laßt sich für die Kreuzkurve die FufipunktakurT« 
ähnlich wie bei der Ellipse aufstellen. Wir wollen dies jedoeh 
nur für den Fall a = ö tun, den die Fig. 11 .wiedergibt (»gleich- 
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seitige« Ereuzkurve). Man erhält als Gleichung der Tangente 
X cos'tt + y sin'u = a , als Gleichung der Senkrechten vom An- 
fangspunkt aus xsin'u — ycos'u = 0. Die Elimination von u 
ergibt 

(05» + t/«) (»» + y» — ay = 27 a*cc»y» . 

Die Kurve ist eine Potenzkurve 8. Ordg. und hat im Ursprung 
einen isolierten Punkt (Tangenten ob» + y" = 0) ; fQr ac = , 
bzw. y = ergibt sich {x* + y^ — a")* — , d. h. in den Punkten 
X =+a, y = Of y=±a, x = sind Spitzen. Die interessant 
gestaltete Kurve ist in der Figur wiedergegeben. 

2« Ganz ebenso erhält man für die Tangente der »gleich- 
seitigen« Kohlenspitzenkurve a?/cos'u — ytg'tt = a und 
schließlich als Gleichung der Fußpunktskurve 

[(05* + j/«)« — a^x* — y«)]» = 27 a*x^y^x* + y^ . 

Das ist eine Potenzkurve 12. Ordg. mit einem 6-fachen Punkte 
[Tangenten (sc* — y*)' = 0] im Ursprung. Außerdem sind noch 
reelle Spitzen in x =±af y = 0, wie man aus der Gleichung er- 
kennt, wenn man y = setzt. Auf der y- Achse sind imaginäre 
Spitzen, auf den Tangenten des Anfangspunktes liegen isolierte 
Punkte. Hierauf wollen wir aber nicht genauer eingehen. Die 
Kurve ist in Fig. 10 angedeutet. 

3. Geht man von einem Punkte P der gleichseitigen Kreuz- 
kurve senkrecht zu der zugehörigen Kreistangente um 2 a nach 
rückwärts, so erhält man einen Punkt Q (Fig. 11). Dieser be- 
schreibt, wenn P die Kreuzkurve durchläuft, eine andere Kurve, 
die »Windmühle« genannt wurde *^). Ihre Gleichung in Polar- 
koordinaten findet man leicht. Sie ist ^ = 2a ctg 2^; in recht- 
winkligen Koordinaten 

a?»y"(x» + y^ = a"(a;» — yT . 

Die Polargleichung der gleichseitigen Kreuzkurve ist ^ = 2 a/sin2 . 
Ihre Inverse hat also die Gleichung q^ = asin2d, wo qq^ = 2a* 
gesetzt wurde. Dies ist das sog. regelmäßige Vierblatt^ eine be- 
stimmte Bosenkurve (s. Nr. 82). 

Die Inverse der Windmühle hat die Polargleichung Q = atg20 , 
Sie ist also mit der Grundkurve kongruent, nur um 45® gedreht. Mit 
den polarreziproken Kurven der Kreuz- und Kohlenspitzenkurve 
werden wir uns noch ausführlicher zu beschäftigen haben (§ 17). 

16. Die Kreuzkurve und Kohlenspitzenkurve haben 
den Nachteil, daß mindestens einer ihrer reellen Inflexions- 
knoten im Unendlichen liegt. Wir wollen daher noch 

*^ G. DK LongohÄmps, C<mr8 de probUmes I., Paris (Delagrave) 
1898, S. 137. 
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eine Knrre an&tellen, bei der nur der isolierte onendlich 
fem ist. Dazu nehmen wir als Seiten des Folardreiecks 
die Geraden x = 0, y = b, y = —h. Als Kegelsclinitt 
können wir dann eiiie Hyperbel a!*/a* — y*/6* = 1 zugninäe 
legen, bei beliebigem a . Denn diese Hyperbel^eiehnng 
läßt sich schreiben 

80 daß «j = o« , «j = «3 = ~2 fc* . Die Qnartik wird dann 

Die Konstruktion dieser Kurve, die wir w^en Ihrer Ge- 
stalt »Sanduhrkurve» nennen wollen, läßt sich folgender- 
maßen formulieren : Gegehen 
eine Hyperbel und die beiden 
Parallelen zur Mauptackae in 
einem Abstände gleich der reel- 
len Länge äer kalben Neben- 
achse. Irgend eine Tangente 
der Hyperbel bildet mit den 
beiden Parallelen und der 2fe- 
benachee ein Trapez. Dessen 
Diagonalschnittpunkt beschreibt 
die Sandubrkurve. 

Ans dieser Konstmktiou' 
sowohl (8, Fig. 12) wie aus 
der Gleichnog läßt sich er- 
sehen, daß die Tangeuten der 
Hyperbel in ihren Schnitt- rj. iz 

punkten mit den beiden Paral- 
lelen die Inflexionstangenten der Kurve sind, daß femer ihre 
Asymptoten die Gleichungen y =+2ba;/(» haben, während 
die der Hyperbel durch y =+bxja gegeben werden. Der 
iBolierte Inflexionsknoten in i/ = , 2 = hat die Tan- 
genten y* + &* = • 

17. Um nun schließlich ans unserer allgemeinen Kon- 
struktion die Bernoullische Lemniskate herzuleiten, setzen 
wir Xi = X -{- iy , Xi= x — iy , Xg.= z= 1 und legen die 
gleichseitige Hyperbel 
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zugrunde. Dann wird die Kurvengleichung 

oc,{x - iyY + (x^{x + iyY + (x^{x^ + y^f = 
oder 

2 (x^{x^ - y^) + ^3(0^2 + y2)2 _ . 

Wir müssen demnach 0^3 = — 1, oci==\a^ nehmen, um 
Gleichung (3) zu erhalten. Dann lautet die Gleichung der 
Hyperbel 4,{x^ — y^) — a^ =^0 . Dies ist demnach nicht die 
Hyperbel, als deren Fußpunktskurve die Lemniskate ur- 
sprünglich erschien, sondern eine zu ihr homothetische 
von halb so großen Dimensionen. 

Betrachten wir aber etwa die Kohlenspitzenkurve 
(Fig. 10). Dort beschreibt der Punkt P' die Kurve, während 
der Punkt P'% der auf der Tangente T und auf dem näm- 
lichen Eadiusvektor liegt, eine Kohlenspitzenkurve von 
den halben Dimensionen beschriebe. Wenn nun die Achsen 
nach den imaginären* Kreispunkten gehen, so steht OP' 
senkrecht auf T , da der Eadiusvektor nach dem Punkte 
gehen muß, der auf der unendlich fernen Geraden zu dem 
unendlich fernen Punkte der Tangente in bezug auf die 
Kreispunkte harmonisch konjugiert ist. Wenn wir -aber 
in P' eine Parallele zu T ziehen, so umhüllt diese eine 
Hyperbel von den doppelten Dimensionen der gegebenen, 
und die Lemniskate erscheint als Fußpunktskurve dieser 
letzteren Hyperbel. 

Zusätze. 1. Wir nennen auch die Sanduhrkurve »gleichseitig«, 
wenn a = 6 . Dann ist ihre Gleichung (y* — a^' — 4a5*(y* + a*) = 0. 
Die Inverse dieser gleichseitigen Sanduhrkurve in bezug 
auf den Kreis mit Badius a ist eine Potenzkurve 8. Ordg. mit der 
Gleichung 

[(a;« + i/«)a — a« t/«]« = 4 a« x^[(x^ + y'f + a« y^] . 

Diese Kurve hat im Anfangspunkt einen vierfachen Punkt be-* 
sonderer Art; man sieht aber niu: einen Knoten mit den Asym- 
ptoten der Sanduhrkurve als Tangenten. Die sc- Achse schneidet 
außerdem nur noch in den Punkten 05 =±2 a . In den Inflexions- 
knoten (oj =i , y = ±a) der Sanduhrkurve hat sie Knoten mit 
denselben Tangenten (Fig. 12). 

2, Vermittels der in Nr. 13, Gleichung (6) bewiesenen Eigen- 
schaft erhält man auch sofort die Polargleichung derFußpunkts- 
kurve der Bernoullischen Lemniskate in der Form 

Q^ = a* cos^ifo . 
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Wir haben sie in Fig. 8 angedeutet. Dem Aussehen nach ähnlich 
wie die eben betrachtete Inverse der Sanduhrkurve, ist sie doch 
von dieser völlig verschieden. Denn sie ist eine Potenzkurve 
26. Ordg. und hat den Ursprung als 8-fachen Punkt mit den- 
selben Tangenten wie die Lemniskate. Ihre Gleichung in recht- 
winkligen Koordinaten ist nämlich 

(aja + y8)^[16(x« + yY + 9 a^f = [24 a^x^ + y")^ + a^x^ — y^Y . 

Wie die Lemniskate selbst, ist sie eine spezielle Sinusspirale (Nr. 92). 

§ 5. Die spirisehen Linien des Perseus. 

18. Wie in Nr. 7 angedeutet, wollen wir jetzt aus 
der ersten speziellen Kurvenklasse, die wir erhielten, den 
Boothschen Lemniskaten, eine allgemeinere Familie her- 
leiten, indem wir für sie die Kurven gleicher Potenz 
suchen. Die Gleichung einer Boothschen Lemniskate war 

(1) (a?2 + y2)2 __ (^2 a?^ + &2 y 2) = . 

Ein Punkt P{x,y), der in bezug auf (1) die Potenz 11 
hat, bewegt sich dann auf der Kurve 

(2) (a?2 + y2)2 __ (^2^.2 + 2,2^2) - ü = . 

Eine solche Kurve hat, wie in der angezogenen Nr. 7 
schon ausgeführt, in den Kreispunkten dasselbe Verhalten 
wie die zugehörige Boothsche Lemniskate; sie hat daher 
vor aUem auch dieselben außerordentlichen Brennpunkte 
wie diese, auf den beiden Achsen in den Abständen 

üV*^ — &^, db^^ya^ — &2 ^ Sind wieder M und M^ die 
beiden reellen auf der a?- Achse, der Mittelpunkt, Q ein 
Punkt der Kurve, so wird aus der Eelation (4) der Nr. 11 
die folgende 

(3) MQ^ . M^^ = ÖW + n+Ä'ÖQ^ . 

Bedeuten also A und Ä^ zwei beliebige Konstanten, 
so können wir unsere neuen Kurven definieren durch die 
Eelation 

(3*) MQ^'M;q'==Ä.ÖQ^ + ä,. 

Diese Kurven heißen »spirische Linien« aus einem 
Grunde, der in Nr. 20 ersichtlich werden wird. Nach dem 
Zeugnis des Proklus wurden sie von einem sonst wenig 
bekannten Geometer Pekseüs (ca. 130 v. Chr.) zuerst be- 
trachtet. 
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Abgesehen von den Boothschen Lemniskaten, für die 
Äi'^i^MMiJ^j ergeben sich als besondere Spezialfälle 
noch die Kurven für ^ = und ^^ = . Die ersteren 
sind die »Cassinischen Linien«," von denen wir in Nr. 22 
sprechen werden, im besonderen wieder die Bernoullische 
Lemniskate. Der Spezialfall ^^ = scheint noch nicht 
näher bedachtet worden zu sein. 

19. Die spirischen Linien des Perseus sind die aUge- 
meinsten bizirkularen Quartiken mit zwei Symmetrieachsen. 
Um diea?-Achse auszuzeichnen, nehmen wir \a\> |5| . Wir 
erhalten dann eine Vorstellung von der Gestalt unserer 
Kurven, zunächst für kleine Werte von II, wenn wir 
Linien ziehen, die der zugehörigen Boothschen Lemniskate 
sehr nahe liegen und sie nirgends überschreiten. Da für 
die Schnittpunkte mit den Achsen 



so ergibt eich im elliptischen Falle (Fig. 13) für 77 > ein 
bloßes Bifolium (geschlossener Zug mit zwei Einbuchtungen), 
das durch eine Form mit zwei Flachpunkten hindurch bei 
wachsendem 11 in ein reines Oval übergeht. Für J7 < 
hat man ein Bifolium mit eingeschlossenem zuerst kleinem, 
dann sich den beiden Einbuchtungen immer mehr nähern- 
dem Oval. Vereinigt sich das Oval mit dem Bifolium, 
so entstehen zwei Knoten auf der i/ -Achse. Dann muß 
aber die Kurve in zwei Kegelschnitte zerfallen,* da eine 
eigentliche Quartik höchstens drei Doppelpunkte haben 
kann. Diese Kegelschnitte sind Kreise, da zwei ihrer 
Schnittpunkte in den Kreispunkten liegen. Aus (4) erkennt 
man sofort, daß dies für 11= —^h^ eintritt. Die Mittel- 
punkte dieser Kreise sind selbstverständlich die beiden 

reellen Brennpunkte, die Eadien haben die Länge iVa^ + 5* , 

die Schnittpunkte die Koordinaten a? = , y = +hl^ . 
Durch weiteres Verkleinern von 11 entstehen im Innern 
der Kreise zwei Unifolien, die dann in reine Ovale über- 
gehen, um schließlich in zwei Punkte Ä, Ä^ zusammen- 
zuschrumpfen. Aus (4) erkennt man, daß dies für J7 = — J^a* 
eintritt, so daß die beiden Punkte die Koordinaten haben 

y = , Ä? = +a/y2 . Die Kurve zerfällt dann wieder in 
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zwei Kreise, die aber ihre Mittelpunkte in den imaginären 
Brennpunkten haben, während ihre Eadien reell und eben- 
falls gleich \'^a^ + h^ sind. A , A^ sind ihre reellen Schnitt- 
punkte. Für noch kleinere 11 bleibt • die ganze Kurve 
imaginär. 

Für den hyperbolischen Fall (&* < 0) knüpfen wir die 
Vorstellungen an Fig. 8 an. Für 11 > ergibt sich auch 
hier ein einfaches Bifolium, das schließlich zu einem Oval 
wird. Für n<^0 entstehen zuerst zwei Ovale, die für 
n= —^h^ in die beiden Kreise übergehen, die ihre Mittel- 
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punkte in den reeUen Brennpunkten haben und sich in 

den imaginären Punkten 07 = 0, y = +ihl^2 schneiden 

(Eadien = \^d^ — 6*) . Bei weiterer Verkleinerung von 11 
entstehen zwei Ovale im Innern dieser Kreise, die schließ- 
lich wie oben für 11^— \a^ auf die beiden Punkte y = , 

X = +al'^ zusammenschrumpfen. Auch hier sind dies die 

Schnittpunkte zweier Kreise mit den Eadien ^^a* — h^ , 
die ihre Mittelpunkte in den imaginären Brennpunkten 
der Kurve haben (vgl. auch Fig. 14, S. 33). 

Im Falle b = zerfällt schon die Boothsche Lemnis- 
kate in zwei Kreise um die Punkte x = ±.^a, y = 0, 
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die sich im Ursprung berühren. Für kleines 11 entsteht 
hier entweder ein Bifolium oder zwei Ovale, die sich wie 
in den vorhergehenden Fällen verändern. 

Wir haben hier aber auch den Fall einer imaginären 
Ellipse als Grundkurve der Boothschen Lemniskate ins 
Auge zu fassen. Dann ist in Gleichung (1) und (2) sowohl 
h^ wie d^ negativ zu nehmen, und bei der Boothschen 
Lemniskate ist nur der isolierte Punkt im Ursprung reell. 
Für 77 < wird dann auch die ganze spirische Linie imagi- 
när, aber für 27 > entwickelt sich aus dem isolierten 
Punkt ein Oval, das mit 11 an Dimension wächst. Ist 
h in diesem FaUe gleich , so besteht die Kurve ursprüng- 
lich aus zwei sich im Anfangspunkt berührenden imagi-. 
nären Kreisen und für 77 > entsteht gleichfalls ein Oval. 

20. Lassen wir das System der beiden Kreise, in 
das die spirische Linie für 77= —^&* zerfällt, um die y- 
Achse rotieren, so entsteht eine wulstförmige Fläche, die 
»Kreisringfläche« (Torus) heißt und von den Griechen 
»Spire« {aneiQa) genannt wurde. 

Perseus erzeugte nun die nach ihm benannten Kur- 
ven, indem er einen Torus mit Ebenen schnitt, die zur 
Achse des Torus parallel liefen. Daß diese Schnittlinien 
mit den Kurven gleicher Potenz der Boothschen Lemnis- 
katen identisch sind, wollen wir jetzt zeigen^*). 

Es habe einer der beiden Kreise die Gleichung 

(5) {x^gY + y^-T^^O, 

dann lautet die Gleichung des Torus, wenn wir im Ur- 
sprung eine «-Achse senkrecht auf der {x, 2/)-Ebene errichten, 
(ya?2 4- «2 _ ^)2 ^ y2 _ y2 = , oder 

(6) (a?2 j^y^J^z^ + g^ — r^Y = 4:g^{x^ + z^) . 

Wir erhalten wegen der Symmetrie aUe möglichen 
Schnitte der verlangten Art, wenn wir nur in dieser Glei- 



") Vgl. DB LA GouBNKEiB, Joum. math. (2) 14, 1869, 9—64, 
103 — 138. Dort werden die allgemeinen Schnitte des Torus als 
»spirische Linien« bezeichnet. Es ist daher gut, die hier allein 
betrachteten Kurven immer »spirische Linien des Perseus« zu 
nennen. 
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chung z == d setzen und d variieren. Eine solche Schnitt- 
kurve hat demnach die Gleichung 

oder 

(7*) I (^' + 2^')' + 2(^' - ^' - ^')^' + 2 (<i^ + g^ - r^)y^ 

\ '^{d + g + r){d + g-T){d-g + T){d-g--T)=^0. 
Diese Gleichung identifiziert sich mit (2), wenn man setzt 

(8) ,=iy^^^, r=i}/50j, d=i|/|nj. 

Jede Schnittlinie ist also eine spirische Linie des Perseus 
nach unserer ursprünglichen Definition; .aber das System 
der Schnittlinien bei festem r und g und variablem d ist ein 
ganz anderes als jedes der vorhin betrachteten Systeme 
bei festem a und h und variablem 11. Aus dem kon- 
stanten Glied von (7*) sieht man sofort, daß 27 verschwin- 
det, wenn d == +{g + r) ^ d. h. die Schnittlinie ist eine 
Boothsche Lemniskate, wenn die Ebene Tangentialebene 
des Toms ist. Für d = +{g -{-r) haben wir hier den Fall, 
daß nur der isolierte Punkt reell ist. Für d = ist, wie in 
der vorigen Nummer gezeigt, 77= — ^ &* ; wenn 11=^ —\a^j 
so ist andererseits r = , d. h. die Kurve besteht im 
Beeilen nur aus zwei isolierten Punkten. Die reellen 
außerordentlichen Brennpunkte liegen bei dem ganzen 
System aller Schnittkurven auf dem Kreis, den der Mittel- 
punkt des erzeugenden Kreises bei der Eotation beschreibt. 

20 a. Man könnte aus dieser Erzeugung die spiri- 
schen Linien einteilen, je nachdem der Torus offen {g > r) 
oder geschlossen (g = r) ist oder sich selbst durchschneidet 
{g <r). Dies entspricht den FäUen &2<0,=0,>0 der 
vorigen Nummer; jedoch nicht vollständig, solange d nur 
reell gedacht wird. In der Tat werden die Formen, für 
die — ^5*> /7> — ^a* aus dem reellen Torus durch eine 
imaginäre Ebene ausgeschnitten und für a^ < , &^ < , 
J7> ist der ganze Torus, sowie die schneidende- Ebene 
imaginär. Diese Fälle entgingen natürlich den antiken Geo- 
metern; sie entspringen aber alle gleichmäßig aus unserer 
reellen Definitionsgleichung (3*), wenn man nur einerseits 
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A^ alle Werte durchlaufen läßt, andererseits Ä [==» ^{a^ + b^)] 
nicht bloß positiv, sondern auch negativ nimmt ^^). 

Aus Gleichung (6), wo is = d gesetzt sei, läßt sich 
ferner eine sehr einfache Konstruktion der spirischen Linien 
herleiten ^^*). Setzt man nämlich x^ + d^ = ^^ , so geht 
die Gleichung über in (f ^ + y^ + g^ — r^)^ = ig^^^ oder 

(8a) (f + flf)2 + y^«r2. 

Zeichnet man also einen der durch (8 a) dargestellten Kreise, 
so erhält man sofort zu einem Punkte (f , y) desselben 

den Punkt (x = "j/P — d^ , y) der spirischen Linie. Da 
außerdem 

xdxjdy = SdSidy , 

so hat der Kreis (8 a) mit der spirischen Linie in ent- 
sprechenden Punkten gleiche Subnormalen. Daraus ent- 
springt eine bequeme Konstruktion der Normale. 

21. Die spirischen Linien des Perseus können aus 
einem Kegelschnitte noch auf ganz andere Weise abgeleitet 
werden. Es sei 

(9) E = S^lm^ + ri^ln^ -1=0 

dieser Kegelschnitt. Wir suchen den Ort eines Punktes 
P(a7, y), von dem aus E unter dem konstanten Winkel 
ö> erscheint. P beschreibt dann eine sogenannte »isoptische 
Kurve« des Kegelschnittes E . Um die Gleichung dieser 
Kurve aufzustellen, bilden wir erst die des Tangenten- 
paares von P an E 

(10) I V ^ -r cf / ; 

( — {n^x^ + w^y^ — m'^n^){n^^^ + m^^^ _ m^n^) = 
oder 
(10*) n^{x - f)2 + m^{y - r^Y - {xrj - y S)^ = . 

Setzt man hier y — ^ = A(a? — |) , so erhält man nach 
Division mit {x — i)^ die Gleichung für X 

(11) X^{m^ - Jj2) 4- 2Xxy + {n^ -y^) = . 



^®) Eine andere, kaum einfachere Definition, die dasselbe 
leistet, wurde von Sibbeok gegeben (J. f. Math. 57, 58, 1860/61). 
"•) G. Tbixkira, Arch. Math. (3) 11, 1907, 64-71. 
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Sind Aj , ^2 die Wurzeln dieser Gleichung, so ist 

^^ "^ ll + A, X^l [(m« + n«) - (X« + y')y ' 

also die Gleichung der gesuchten Kurve 

(12) [{x^ + y^) — (m2 + w2)]2 == A{n^x^ + m^y« — m%2)ctg2ö> . 

Man bemerkt sofort, daß sie für ö> = ^jr in den doppelt 
zählenden )» orthoptischen Kreis« des Kegelschnittes über- 
geht. Im allgemeinen ist sie eine spirische Linie des 
Perseus. Zur Identifikation mit (2) hat man nur zu 
setzen 

2[m2 + (1 + 2 Gtg^cü) n«] = a^ ; 

(13) < 2[w2 + (l + 2ctg2co)m2] = 62. 

, (w* + n^y + 4: m^ w^ ctg^co = —77 . 

Sind a*, &*, II gegeben, so erhält man m* und n^ und 
daher auch ctgct) zweiwertig aus den Gleichungen (13), da 
zwei derselben linear und die dritte quadratisch in m^ , n* 
ist. Daher ist jede spirische Linie isoptische Kurve von 
zwei Kegelschnitten. 

Wir wollen nur den Fall näher betrachten, daß 11=0, 
also (12) eine Boothsche Lemniskate ist. Dann muß 
ctg^co = —{m^ + n^yi4:m^n^ sein, während man für m^ 
und w« die Werte m^ = —a^h^l{a^ — &*) , n^ = a^h^j{a^ — 5*) 
findet, so daß a^jh^ = —n^fm^ . Durch a und h ausgedrückt 
ist also ctgcf> = (a^ — 1)^)1 ah , Der Winkel (o ist demnach 
bei hyperbolischen Lemniskaten imaginär, d. h. der Kegel- 
schnitt E umschließt die Lemniskate; E selbst ist eine 
(reelle oder imaginäre) Ellipse. Für eine elliptische Lemnis- 
kate ist cf> reell, E eine Hyperbel, in deren Äußerem 
die Lemniskate liegt. Für die Bernoullische Lemniskate 
(a^ = —6*) artet E in die doppelt zählende unendlich ferne 
Gerade aus. Die Bernoullische Lemniskate ist demnach 
nicht die isoptische Kurve eines eigentlichen Kegelschnittes. 

Bern. Wir können nur anmerken^ daß die spirischen Linien 
des Pbbsbus auch in den konformen Abbildungen auftreten, die 
durch die elliptischen Funktionen sn, cn, dn vermittelt werden. 
Sie sind dort diejenigen Kuryen, die in der ti^-Ebene den Achsen- 
parallelen der 2:-£bene entsprechen, wenn etwa w = 9xlz gesetzt 
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wird. G. HoLZMÜLLBB nennt sie deshalb sn- , cn- , dn-Kurven, je 
nach der abbildenden Funktion ^^). 

22. Wir müssen nun noch dem besonderen Fall, daß 
in der Definitionsgleichung (3*) der spirischen Linien die 
Konstante ^ = ^(a^ + &*) = O ist, etwas Aufmerksamkeit 
schenken. Die bezüglichen Kurven sind definiert durch 
die Bedingung 

(14) MQ'MiQ= ^ÖM^ + n = konst. 

und haben die Gleichung, wenn OM = af^ gesetzt wird, 

(15) {x^ + y^Y- a^{oc^ -y^) — n=0. 

Für IT = Ö ergibt sich, wie schon früher angedeutet, 
die Bernoullische Lemniskate mit der Eigenschaft MQ^M^Q 
= OM^ . Die übrigen Kurven sind die Kurven gleicher Po- 
tenz für die Bernoullische Lemniskate und heißen »Cassini- 
sche Linien«, weil J. D. Cassini sie erdachte, um sie als 
Planetenbahnen an Stelle der Keplerschen Ellipsen treten 
zu lassen 2^). Wenn nun auch diese vermeintliche Eigen- 
schaft nur historisches Interesse hat, so zeichnen sich die 
Cassinischen Linien doch sowohl durch ihre einfache De- 
finition, wie durch manche besondere Eigenschaften aus, 
daß sie unter den spirischen Linien verdienen hervor- 
gehoben zu werden. 

Nach unseren früheren Überlegungen können wir so- 
fort sagen, daß alle Gassinischen Linien in den imaginären 
KreispunJcten InfleadonsJcnoten haben. Das System (15) 
enthält für 77 > Bifolien, die schließlich Ovale werden, 
für 77 < zunächst zwei Ovale (s. Fig. 14). Die FäUe 
77=— ^5* und 77=— ^a^, die im allgemeinen hyperboli- 
schen Falle Kreispaaren entsprechen, fallen hier zusammen. 
Die Ovale reduzieren sich dann auf die beiden Punkte 

mit den Koordinaten y = , x = +a//2 . Das sind aber 
hier die allen Kurven gemeinsamen reellen außerordent- 
lichen Brennpunkte M, M^. Gleichzeitig entstehen aber 

auch in den imaginären Brennpunkten o? = 0, y = +ailf2 
Doppelpunkte. Demnach muß die Kurve in das Vierseit, 



■°) Mnf, in d. Theorie d, isogonalen Verwandtschaften^ Leipzig 
(Teubner) 1882, § 101/3, Fig. 62 u. 63. 

**) S. Jälements ddstronomie von Jak. Cassini, Paris 1749, S. 149. 
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das die vier außerordentlichen Brennpunkte und die Kreis- 
punkte zu Ecken hat, zerfallen. In der Tat ist 

= [y2 4. (^ _ ali^Y] [y2 + (^ 4: a//2)2] . 

Für noch kleineres 11 wird die ganze Kurve imaginär. 

23. Die Oassinischen Linien lassen sich infolge ihrer 
einfachen Definition leicht mit Zirkel und Lineal zeichnen, 
auch existiert für sie eine bemerkenswerte Konstruktion 
der Normale (bzw. Tangente). Sind M und M^ die beiden 




Flg. .14. 

Brennpunkte, A und A^ die Scheitel auf der Hauptachse 
(welch letztere, wenn etwa a und 11 gegeben sind, aus 
Gleichung (4) in Nr. 19 konstruiert werden kann), so be- 
schreibe man über MM^ als Durchmesser den Kreis, ziehe 

von A aus irgendwelche Sekanten ANN^ und dann um 
M bzw. M^ mit AN bzw. AN^ Kreise. Diese schneiden 
sich in Punkten der Oassinischen Linie. Denn es ist 
MA . M^A = NA . N^A = konst. 

Die Tangentenkonstruktion ist ein Spezialfall eines 
allgemeineren Verfahrens, das wir nun darlegen wollen^^). 

*^ S. Mnf, in die Theorie der Curven von Q-. Sohbffbbs, 
Leipzig (Veit & Co.) 1901, S. 86. — Ausführl. mit Berücksichtigung 
der Ausnahmefälle in Math.-Naturw* Mitt. Württemberg (2) 2, 
1900, 33—49. 

WiBLEiTHEB, Spezielle ebene Kurven. 3 
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Es seien w Punkte Mi gegeben, Qi seien die Abstände 
eines Punktes Q von den Punkten Mi . Dann beschreibt Q 
eine Kurve, wenn verlangt wird, daß eine gewisse Funktion 
U dieser n Entfernungen konstant bleibe. Biese Kurve 
ist also definiert durch die GMchung 

(16) U{qi , Q2^ '" Qn) = konst. 

und für einen Punkt der Kurve ist, wenn Q^ einen un- 
endlich benachbarten Punkt bedeutet und QQ^=d8 ge- 
setzt wird: 



08 ^Qi 08 dQ2 08 



* + ...+J^^_o. 



dQn 08 
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Nun ist aber ÖQilds bis auf unendlich kleine Größen gleich 
dem cos des Winkels 9?^, den ds mit Qi büdet (Fig. 15). 

Trägt man daher die Werte dUjÖQi 
als Strecken r^ von Q aus auf den 
Strahlen QMi auf, so sind die Aus- 
drücke dUjSQi'd Qild 8 die Projekt 
tionen der r^ auf die Tangentenrich- 
tung QQ\ Es ist nun bekannt, daß 
man die Summe der verlangten Pro- 
jektionen erhält, wenn man die u 
als Kräfte betrachtet und ihre Ee- 
sultante Q8 auf QQ' projiziert. Da 
die Summe der Projektionen aber 
Null sein soll, ist QÄ die Normale der Kurve Z/^= konst. 
Für die Cassinischen Linien ist i/"^ ^1 ^2 == ^^nst., 

also ^^= ^2 ^^1 + öl ^^2 > ^^^ ^*^ ^^^ folgende Kon- 
struktion der Normale (Fig. 14): Mache auf QM die 
Strecke QB = QM^ , auf QM^^ die Strecke QB^ « QM . 
Ist dann 8 die vierte Ecke des Parallelogramms mit den 
beiden Seiten QB und QB^, so ist QÄ die gesuchte Nor- 
male. 

Bern. Die obige allgemeine Ableitung bleibt bestehen, wenn 
einige oder alle Mi statt Punkte gerade Linien sind. Die Ab- 
leitung wäre mit Hilfe der Vektorenrechnung besonders einfach 
gewesen. Man definiert den Differentialquotienten u von U durch 
die Gleichung dU=d8\(u-h «)^») mit lim« = für 5s = . Da 



**) Die bei E. Jahnkb, Vorl. üherVektorenrechnu/ng, Leipzig (Teub- 
ner) 1905 angewendete, vereinfachte Graßmannsche Bezeichnung 



23, 24. § 6. Die Fußpunktskunren der Parabel. 35 

dU = sein soll, muß sohließlioh u auf da senkrecht stehen, also 
ist u die Normale. Außerdem ist dQi = MiQ^ — MiQ= QQ'= ^s, 

**®^ t* = n + rg + . . . + r„ , 

das ist das oben gegebene Besultat'^). 

Ist U^ Qi± Q2t so erhält man mittels dieses Verfahrens die 
bekannten Tangentenkonstruktionen fdr Ellipse und Hyperbel. In 
Nr. 65 werden wir es wiederum verwenden. 

§ 6. Die Fufipunktskurven der Parabel. 

24. Die vorausgehenden Untersuchungen knüpften alle 
mittelbar oder unmittelbar an die kissoidale Erzeugung an, 
die wir im § 2 von den Fußpunktskurven der Mittelpunkt- 
kegelschnitte gegeben hatten. Fußpunktskurven der Pa- 
rabel nun erhalten wir durch die damals angegebene Kon- 
struktion, wenn wir statt des Kreises K^ mit dem Eadius B, 
auf dem der Pol nicht lag, eine Gerade Q nehmen. Wir 
können den Übergang bewerkstelligen, wejin wir (vgl. Fig. 2), 
den einen Scheitel des Kreises beibehaltend, m — B = Jc 
setzen und m wie B unendlich werden lassen. Bann geht 
in der Tat aus der Gleichung des Kreises K' 

(1) Q2 = m COS0 + yi22 — m2 sin^ö , 

wenn wir die Wurzel wegschaffen, m = 1c + B setzen und 
B nach cx> konvergieren lassen, ^e Gleichung der Ge- 
raden Q im Abstände h von hervor 

(2) ^2 = Äj/cos . 

Die Gleichung des ersten Kreises K bleibt 

(3) öl = P cosö + qBinö . 

Daher wird die Polargleichung der Kissoide aus Kreis und 
Gerade, mit dem Pol auf dem Kreis 

(4) [Q2 "" Öl =] Ö = fc/cosö — p cosö — q sinö , 

des »inneren Produktes« zweier Vektoren: a\b = abco8{a, 6). 
Es sei auch noch angemerkt; daß Vektoren wie Kräfte (oder kom- 
plexe Größen) geometrisch addiert und subtrahiert werden. 

'*) Ausfüliurliches bei G. Pbano, ÄppL geom. del Calc, inf., Turin 
(Bocca) 1887, S. 130ff., bes. S. 139/42. — Da wir nicht Raum genug 
haben, die Anwendung der Vektorenrechnung auf ebene Kurven 
näher auseinanderzusetzen, sei auf dieses Buch, sowie auf das von 
C. BüBALi-FoBTi, Lez, di geom, metrico-projetHva, Turin (Bocca) 1904, 
ausdrücklich hingewiesen. 

3* 
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oder in Panktkoordinaten 

(4*) x{x^ + y^) = (fc — p)x^ — gixy + Icy^ . 

Dies ist eine allgemeine zirkuläre KtibiTc mit Doppelpunkt 
in . 

Gleichzeitig wird bei unserem Übergange für den zu- 
gehörigen Kegelschnitt 



(X = — cx> 



6 = cx> 



a + (K ==p — k 

(X + e = p . 



{X 
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Dieser ist also eine Parabel mit dem Scheitel 8 

]c ~-.p ^ y = —q) und dem Brennpunkt F {x = —p , 

—q), so daß k die Entfernung des Scheitels vom 

Brennpunkt bedeutet (Fig. 16). 
ö Ihre Gleichung ist 

(y + q)^ + 4:k{x + p-k) = 0, 

und der Leser mag selbst die 
Gleichung der Fußpunktskurve 
dieser Parabel au&tellen, um sie 
als mit (4*) identisch zu erkennen. 
Die durch (4*) dargestellte 
Kubik hat die Gerade x = k{Q) 
als Asymptote. Diese schneidet 
die Kurve noch in einem Punkte 
H{y = —kpjq), den man »Haupt- 
punkt« nennt 2^). Für den reellen Schnittpunkt der beiden 
anderen Asymptoten, den außerordentlichen Brennpunkt B 
der Kurve, erhält man x^—^p^ y = — iff; d. h. man 
bekommt ihn, indem man den Eadius OM des erzeugen- 
den Kreises über um sich selbst verlängert. B ist 
Mittelpunkt der Strecke zwischen und dem Brenn- 
punkt F der zugehörigen Parabel; OH ist Tangente von K , 
also A.BO . In der Tat läßt sich (4*) in der Form schreiben 

(4t) {x-k)[[x+^pY+{y+\qY]-^(kp--r^)X'^kqy+kr^=Q. 

Hieraus ist ersichtlich: Schlägt man um B irgend einen 
Kreis {x + \pY + (y + is)* = -4 , so geht durch die zwei 

^^) Diese und die folgenden Bezeichnungen und Sätze gelten 
überhaupt für zirkuläre Kubiken. Vgl. £. Ozübeb, Zeitsohr. MaÜi. 32, 

1887, 257—286. 
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endlichen Schnittpnnkte dieses Kreises mit der Kubik (der 
Kreis berührt die Kubik in den Kreispnnkten) eine Gerade 
Ä{x -h) + Qcp ^ ip^ -- iq^)x + Jcqy + iJc(p^ + q^) = , 
die dem Kreis eindeutig zugeordnet ist und durch H geht. 
Demnach wird jede dera/rtige Kurve erzeugt durch ein kon- 
zentrisches Kreisbüschel um B und ein dazu projektives 
Oeradenhiischel durch R. 

25. Ein erster spezieller Fall der Lage von Q und K 
ist, daß der Fußpunkt Ä des Lotes von auf Q in K 
liegt. Die entsprechenden ratio- 
nalen, zirkulären Kubiken sind 
demnach dadurch charakterisiert, 
daß die eine Tangente des Knotens 
auf der Asymptote senkrecht steht. 
Für den Scheitel der zugehörigen 
Parabel ist x ==k — p = . Diese 
Kurven sind demnach die Fuß- 
punktskurven von Parabeln aus 
Punkten der Scheiteltangente. Sie 
wurden »Ophiuriden« genannt^^) 
(von 6 ö(pig = Schlange und fi ovqd 
= Schwanz). Wird Q Tangente an 
K , so wird OA Durchmesser, 
rückt in den Scheitel der Parabel. 
Die Ophiuride wird zur »Kissoide 
des DiOKLES« (s. Nr. 27). 

Eine andere spezielle Lage ist, 
daß Q durch den Mittelpunkt M 
von K geht. Die Kurve ist dann 
dadurch spezialisiert, daß die Tan- 
genten ihres Knotens zueinander 
senkrecht sind. Sie heißt »Stro- 
phoide«^'') (von ö oxgocpog = ge- 
drehtes Band) und spielt in vielen 
geometrischen Fragen eine wichtige 

Bolle. Hier ist vor allem erwähnenswert, daß der außer- 
ordentliche Brennpunkt B auf die Kurve zu liegen kommt 
{EB berührt die Kubik in B). Dies hat zur Folge, daß 

••) Von ÜHLHOBN, Entdeckungen in der höh, Geometrie, Olden- 
burg 1809, S. 12. 

'^ MoNTUOOi, Nouv. Ann, math. 5, 1846. 




Fig. 17. 
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wir eine weitere (dritte) Erzeugung angeben können, die 
von Interease ist. Zaeret sei aber bemerkt, daß 
fnr die Strophoide auf der 
Direktrix D der zugehöri- 
gen Parabel liegt (Fig. 18). 
Wir ziehen nun durch 
B ii^end einen Strahl, d«r 
die Karre in A and A' 
schneiden möge. Die 
Schnittpunkte von OA , 
OA' mit K seien G, 0% 
mit Q aber D, D'. Man 
erkennt dann leicht, daß 
AOAB^AODM; 
AOA'B^AO'D'M. 
Daher ist CMC eine Ge- 
rade und OA ± OA'. Ist 
ferner N der Schnittpunkt 
von AA' mit D , ao er- 
/ kennt man aua den Winkel- 
" beziehungen, daß 

AN = A'N . 
Demnach können wir die 
Kurve folgendermaßen er- 
zeugen : Gtegeben ein fester 
Winkel BOE. Man nehme 
auf jedem Strahl durch B , 
der OE in N schneidet, 
NA = NA' =N0, so be- 
schreiben die Punkte A , 
A' die Strophoide. Oder; 
Es ist ein Büeehel von 
Kreisen gegeben, die sich 
in berühren [Mittelpunkte 
FiQ- 1». auf OE), sowie ein fester 

Punkt B . Man ordnet jedem 
Kreise den Strahl durch B zu, der durch den Mittelpunit N 
des Kreises gehl. Die Schnittpunkte A , A' dieser so projektiv 
aufeinander beaogenen Büschel erzeugen die Strophoide. 
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Aus dieser Erzeugung oder Eigenschaft folgt sofort 
eine andere, stereometrische, die schon von G. Casaij (1757) 
angegeben und von A. Quetelet^®) wieder zum Leben er- 
weckt wurde. Wir verlängern ÄA^ hisQ auf Q und nennen 
die Längen der Seiten des ABHO bzw. b, h, g. Dann 
ist QM ^b — g-, NO = NA == NA' = i{b — g) ; daher • 

^ ^ \bA'=AG =\{h-g + b). 

• 

Dies sind aber die elementaren Formeln für die Be- 
rührungspunkte des Inkreises von ABHO und des an J5Ö 
liegenden Ankreises. Denken wir uns diese Kreise be- 
schrieben, so können wir die Figur als Achsenschnitt eines 
Kreiskegels BHM mit der Spitze in H, mit zwei ein- 
geschriebenen Kugeln betrachten. Diese sind durch die 
den Kegel schneidende Ebene, deren Spur BG ist, getrennt 
und werden von ihr in ji , A' berührt. Dann sind aber 
nach dem bekannten Satze von Quetelet-Dandelin A , A' 
die Brennpunkte der Schnittlinie. Drehen wir nun die 
schneidende Ebene um die in B auf der Orundebene senk- 
recht stehende Temgente^ so beschreiben die Brennpunkte die 
Strophoide. Daher heißt die Strophoide auch oft »Fokale 
mit Knoten*») (focale ä noeud)«. 

26. Die Strophoide wird symmetrisch und heißt 
»gerade Strophoide«, wenn OJtf J-Q genommen wird ^o). 
Sie ist dann die Fußpunktskurve einer Parabel für den 
Schnittpunkt der Direktrix mit der Achse. B wird zum 

'p Diss. de quibusd. loc, geom. Gent 1819. Daran knüpft an 
das Mem, 8, quelqu. propr, remarquables de la focale parab, von 
Dandblin (Möm. Belg. 2, 1822). 

*®) Unter >Fokale« oder »Fokalkurve« schlechthin versteht 
man die zirkuläre Kubik^ welche den Ort der Brennpunkte der 
Kegelschnitte einer Schar bildet. Vgl. Sohbötkb, Math. Ann. 5, 
1872; DüBä&B; ebd.; B. Müllbb, Zeitschr. Math. 40, 1895. Auch bei 
ihr lieget der außerordentliche Brennpunkt auf der Kurve. In der 
oben für die Strophoide gegebenen Erzeugung muß nur an die 
Stelle des Kreisbüschels mit Berührungspunkt ein gewöhnliches 
Kreisbüschel treten. 

^^) BooTH®) nannte sie, wegen mannigfacher Beziehungen zu 
den Logarithmen und zum Kreise »Logozyklika«. Siehe die aus- 
führliche Darstellung bei S. Günthbe, Pardb, Logarithmen u. parab, 
Trigonometrie. Leipzig (Teubner) 1882. 
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Scheitel der Kurve (<J50^ = ^jr), H rückt ins Unend- 
liche, Q wird Wendeasymptote (Fig. 19). Für die zuletzt 
gegebene Erzeugung artet der Kreiskegel in einen Kreis- 
zylinder aus. Ihre- Gleichung ist (p = 2fc = 2r; 2 = 0) 

(6) Jj(a?2 + y2)=y(y2_^2). ^ 

Aus (5) erhält man hier 

also BA . J5^' = r2 . 

D. h. die gerade Strophoide geht durch zirkuläre In- 
version vom Scheitel B aus in hezug auf einen dem er- 
zeugenden gleichen Kreis L in sich seihst über. 

Bern. Diese Eigenschaft ist nicht etwa für die gerade Stro- 
phoide charakteristisch. Man heißt überhaupt Kurven, für die es 
gewisse zirkuläre Inversionen gibt, durch die sie in sich selbst 
übergeführt werden, »anallagmatisch« (von oc priv. und dXXdttco 
= ich ändere) und es existiert der Satz: Jede hmrlculare Quartik 
und jede zirkuläre Kübik ist im allgemeinen für 4 Zentren anaUag- 
matisch. Wir führen dies nur an, da wir nicht die Absicht haben, 
auf die allgemeine Theorie dieser Kurven einzugehen. Bei den 
Zirkularen Kuhiken liegen die 4 Zentren auf der Kurve und sind die 
vier Berührungspunkte der zur reeUen Asymptote parallelen Tangenten. 
Demnach gibt es bei den rationalen Kubiken dieser Art nur 
2 Zentren, luid wenn sie noch dazu symmetrisch sind, eines: das 
ist der Scheitel**). Für die von uns behandelten Kubiken wird 
es dem Leser nicht schwer fallen, dies direkt nachzuweisen. 

27. Eine weitere, naheliegende Spezialisierung der Lage 
von Q und K ist die, daß die Gerade Q den Kreis K be- 
rührt. Dann muß offensichtlich in eine Spitze auftreten, 
indem auf die Parabel rückt (Fig. 20). Die geometrische 

Bedingung ist hier Je — ^p == iip^~+g^ . Diese ist in der 
Tat mit der Forderung identisch, daß in Gleichung (4*) 
die rechte Seite ein Quadrat werde: g^ = 4 fc(fc — p) . Die 
Gleichung läßt sich dann schreiben 

(7) x{x^ + y^) = 'lc{y — (x) g/2 fc)2 

'*) Vgl. den Aufsatz von G. Tbixbiea*) sowie einen andern von 
Cr. LoBiA in Quart. J. math. 22, 1886. Grundlegend J. Gaset, Trans. 
Ir. Ac. 24, 1869; ziemlich ausführlich bei A. B. Bassut, An element 
treatise on cub, and quart, curves. Cambridge (Deighton Bell) 1901, 
S. 133—160; für Kubiken auch bei F. Dumont, G^om. du 5« ordre. 
Paris (A. Hermann) 1904, S. 100—103. 
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oder, wenn wir mit <x den Winkel der Spitzentangente 
gegen die a?- Achse bezeiclinen 

(7*) a?(a?2 + y2) = ]c(y _ a?tgÄ)2 . 





Flg. 19. 



Flg. 20. 



Die Kurve nennt man kurzweg »schiefe Kissoide« 
im Gegensatz zur »Kissoide des Diokles«, die oft bloß 
»Kissoide« genannt wird. Diese letztere geht aus der 
schiefen Kissoide hervor, wenn Je ==2r und damit p = 2 r , 
g = , tga = wird. Ihre Gleichung ist daher 

(8) x{x^ + y^) = 2ry^ . 

Sie ist die Fußpunktskurve einer Parabel in bezug auf 
den Scheitel (Fig. 21). Diokles (zwischen 250 und 100 
V. Chr.) bediente sich ihrer, um das delische Problem von 
der Verdoppelung des Würfels zu lösen. Der liTame, den 
wir auf die ganze, bis jetzt betrachtete Kurvenfamilie 
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ausgedehnt haben, kommt von 6 xtaadg = der Efeu. Man 
betrachtete nämlich (bis ins 17. Jahrhundert) nur den 
innerhalb des Kreises liegenden Teil der Kurve, der mit 
dem abschließenden Halbkreis in der Tat eine efeublatt- 
ähnliche Figur bildet. 




Fig. 21. 



Wir wollen gleich zeigen, wie sich die Kissoide in 
hervorragendem Maße dazu eignet, das delische Problem 
zu lösen. Es sind zwei Strecken a, 6(=2a) gegeben, 
zwischen denen zwei mittlere Proportionalen jr, y in 
stetiger Folge eingeschaltet werden sollen, so daß also 
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und folglich x^ = a^h =^2a^ wird. Macht man min 
OA = 2r = a, OG = h = 2a, zieht AG , wodurch die 
Kissoide in geschnitten wird, sodann 00, so gibt dies 
auf G den Punkt E und AE = x. Es ist nämlich 
{OD = a? , DG = y) a : (a — a?) = 6 : y ; ferner a: ic = x:y . 
Hieraus ergibt sich a? = a 6/(6 + jr) , y = h jr/(6 + Jc) und 
vermittels (8) erhält man in der Tat x^ = a^h = 2a^. 

Indem wir bezüglich der Fläche dieser und der vor- 
her behandelten Kurven auf die !N^r. 33 verweisen, sei 
noch bemerkt, daß auch die Kurve gelegentlich betrachtet 
wurde, die entsteht, wenn man die Eadienvektoren der 
zur Kissoide des Diokles verwendeten Grundgebilde 
addiert. Man kann sie '»Begleitkurve der Kissoide« ^^) 
nennen. Sie wurde in Fig. 21 strichpunktiert gezeichnet. 
ist für sie ein isolierter Punkt. Ihre Gleichung lautet 

(10) x{x^ + yi) = 2 r{2 x^ + y^) . 

Zusätze. 1. Bildet man die Kissoide aus der Kissoide des 
Diokles und ihrem erzengenden Ejreis, so ergibt sich die gerade 
Strophoide mit der Polargleichung q — 2r(cosö — sin'Ö/cosÖ) . 

2. Denkt man sich einen Kreis vom Radius B, der im 
Punkte die a;- Achse berührt, und bildet die Kissoide dieses Kreises 
und der Diokleischen Kissoide, so erhält man eine Ophiuride mit 
der Polargleichimg ß = 2iJsinö — 2r sin*ö/oosö . 

28, Sollen bei der durch Gleichung (4+) dargestellten 
Kurve die Kreispunkte Wendepunkte sein, so müssen die 
Koeffizienten von x und y verschwinden; das gibt die 
Bedingungen hp = r^ und g = . Die Kurve wird also 
symmetrisch; es ist p = 2r und i = -J^r , so daß die Glei- 
chung, auf bezogen, wird: 

(11) 2 x{x^ + y2) = r{y^ - 3 x^) . 

Die Tangenten des Knotens bilden einen Winkel von 120®. 
Es ist dies die sogenannte »Trisektrix vonMACLAURiN«**). 

") G. PeanO; der sie mit der in Nr. 35 zu erwähnenden »Ver- 
siera« verwechselte, nannte sie >Visiera«; s. ÄppL geom,^% S. 87. 
Auf die Identität dieser Visiera mit der Begleitkurve der Kissoide 
wies der Verfasser hin in Mtsh. Math. 18, 1907, S. 13^; ebenso 
K. ZaheadnIk in Stzgsb. böhm. Ges. Prag 1906, XXX, S. 12. — 
Die in demselben Sinne genommene »Begleitkurve der geraden 
Strophoide« wurde von JbSabbk und später von Y. Eetali (beide 
Mathesis (2) 8, 1898) untersucht. 

") S. Maolaübins Geometria organica etc,^ London 1720, S. 23. 
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Beachtenswert ist hier die Gleichung in Polarkoordinaten 
mit B als Pol. Man erhält zunächst für rechtwinklige 
Koordinaten: 



(11*) 



(2a7 — 3r) (a?« + y«) + r» = , 



und wenn man die Eichtung der ay-Achse umkehrt, in 
Polarkoordinaten 



(XI) 



2^3cosö + 3^2r-r3 = 0. 



!Nun ist aber cosö = 4 cos^^ ö — 3 cos^ 6 . Daher läßt sich 
(XI) schreiben : 8 q^ cos^^ 6 — Q q^ co^l + 3 Q^r -- r^ = . 

Diese Gleichung hat den 
Faktor (2 g cos^ — r). 
Also läßt sich (XI) er- 
setzen durch 

(XI*) ^ = ir/cosi0. 

Hieraus geht sofort her- 
vor, wie man mittels un- 
serer Kurve einen belie- 
bigen Winkel trisezieren 
kann. Man lege denWinkel 
mit der Spitze in jB, so 
daß sein einer Schenkel 
durch den Scheitel 8 der 
Kubik geht, sein anderer 
dieselbe in A schneidet; 
errichte dann in 8 das 
Lot auf die Polarachse 
und bestimme auf diesem 
Lot Ä' so, daß BÄ^ = BA « q . Dann ist, da B8 = ^r , 
BA' = ö = ir/cos« SBA") , demnach < 8BA' = i ö . 

Die Trisektrix von Maclaurin ist ^e Fußpunktskurve 
einer Parabel, deren Brennpunkt links von 8 in der Ent- 
fernung \r liegt und deren Direktrix durch B geht, in 
bezug auf den Punkt , der von der Direktrix so weit 
absteht 'wie der Brennpunkt. 

Bern. Über die Fußpunktskurven der Parabel ist eine ähn- 
liche Bemerkung zu machen wie über die der Mittelpunktkegel- 
schnitte (in Nr. 5). Auch sie sind Inverse von Kegelschnitten, die 
nur in diesem Falle durch das Inversionszentrum gehen müssen. 




Fig. 22. 
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Setzt man q • q' = r^ und kehrt zu rechtwinkligen Koordinaten 
zurück, so erhält man in der Tat aus (4*) 

E' ^ (Ä — p)x^ — qxy + ky^ — r*x = 0. 

Die Parabel E, deren Fußpunktskurve die Kubik ist, ist polar- 
reziprok zu E^ in bezug auf den Inversionskreis M vom Radius r, 
E' ist nur dann ebenfalls eine Parabel, wenn q^ — Ak(k — p) = 
wird. Das ist nach Nr. 27 der Fall der schiefen Kissoide. Für 
die Strophoide ist E^ eine gleichseitige Hyperbel. 

§ 1. Nicht Zirkulare rationale Kubiken als Kissoiden. 
Quadratur der symmetrischen Kurven. 

29. Die Kissoiden, die wir bisher betrachteten, waren 
sämtlich bizirknlar oder zirkulär, die Grundkurven also 
Kreise oder Gerade. Auf den Fall von zwei Kegelschnitten 
wollen wir nicht eingehen. Doch ist es nötig, noch den 
Fall eines Kegelschnittes T und einer Geraden G ins Auge 
zu fassen, wobei der Pol auf F liege. Die diesbezüg- 
lichen Gleichungen mögen lauten 

(1) G = a? - * = , 

(2) r = {y -^ ex + (k) {y ^ rjco + ß) - (K ß = ] 

oder in Polarkoordinaten 
(1*) Q^ = i/cose 

(o*\ ^ (« + ß) sin^ -{arj + ßs) cos^ 

so daß die Gleichung der Kissoide aus G und T lautet 

/q\ _ _ k , {a + ß) &m6 — {arj -\- ße) coaO 

Hieraus erhält man leicht für rechtwinklige Koordinaten 

(3*) {x — Je) {y — ex) {y — fj x) = {(K + ß)xy — {ocTj + ß €)w^ . 

Dies ist die Gleichung einer ganz allgemeinen Kubik mit 
einem Doppelpunkt in . Die Gerade Q (a? — & = 0) ist 
selbst Asymptote; die beiden anderen Asymptoten er- 
geben sich nach bekannten Methoden als y — ex — oc = 
und y — i]X — ß = . Das sind die Asymptoten des Kegel- 
schnittes r% den man durch Spiegelung am Punkte aus 
r erhält. Ihren Schnittpunkt bekommt man also, wie im 
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vorigen Paragraphen den außerordentlichen Brennpunkt jB ^). 
Die Polargleichungen der beiden Asymptoten sind 

Q^ = a/(sinö — e cosö) und ^'' = /J/(sinö — rj cosö) . 
Da sich aber (3) in der Form schreiben läßt 

(3+) Q = ::L + .:.. ".... + " 



cosO BinO — 8 cobO sinÖ — tj coaO ' 
SO sieht man, daß für alle Punkte der Kurve ist 

(4) Q = Qi + q' + q", 

d. h. die rationale Kubilc kann als Kissoide aus ihren drei 
Asymptoten honstruiert werden, wenn man den Doppelpunkt 
als Pol nimmt. Es ist nicht schwer zu zeigen, daß die 
Gleichung jeder rationalen Kubik in die Form (3*) gebracht 
werden kann, sofern nur 1. ihr Doppelpunkt im Endlichen 
üegt, 2. nicht sämtliche drei Asymptoten in die unendlich 
ferne Gerade fallen ^^). Daher gilt die durch (3) gegebene 
Erzeugung mit der angedeuteten Einschränkung für alle 
rationalen Kubiken, von der Erzeugung (4) aber sind auch 
noch die ausgeschlossen, die von der unendlich fernen 
Geraden (zweipunktig) berührt werden 3^). 

Wir werden im folgenden drei Beispiele bekannter 
Kurven geben, wo F je eine Hyperbel, Parabel, Ellipse 
ist. Die Kurven sind aber alle symmetrisch, der Pol also 
ein Scheitel von F . Dann hat die Kegelschnittgleichung 
die Form 

(5) y^ ^2px + qx^ j 

wo für die Ellipse p = — ft^/a , q = —h^/a^ , a = p/q , 
l^ = —p^jq, g + l = «V^^ == «* zii setzen ist. Für die 
Hyperbel muß h durch i h ersetzt werden, für die Parabel 
ist 5 = . Q möge seine Gleichung behalten. Die Glei- 

» 

'*) Hätten wir f und G zur Erzeugung benutzt; so hätten 
wir Q = Qi + Qi gehabt und die Asymptoten der Kissoide wären 
mit den Asymptoten der Grundgebilde identisch gewesen. Die 
Wahl der Differenz hat aber sonst manche Vorzüge. 

") K. ZahbadnIk, Arch. Math. 56, 1874, S. 8—10 und G. Stinke, 
Mtsh. Math. 4, 1893, 100—114:. Metrische Eigensch, d, Kurven 
3. Ordg. mit Doppelpunkt 

^ Die Gleichimg Q^ = q' + q'^ j die für den Kegelschnitt gilt, 
stellt beiläufig eine bekannte Eigenschaft der Hyperbel dar. 
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chiing der Kissoide lautet unter diesen Voraussetzungen 
in Punktkoordinaten 



(6) 



{x - Tc) {y^ - qx'^) + 2px^ = . 



Es ist demnach in (3*) e = +1^ > ^ == — V^ > a = — j8 

= —pliq zu setzen. 

30. Wir kommen zu einem ersten Beispiel der ver- 
langten Art, indem wir eine Kurve in folgender Weise 
definieren: Gegeben ein Kreis mit dem Eadius OA=r\ 
von A aus nehmen wir auf der Peripherie zwei Bogen in 




ng . 23. 



entgegengesetzter Eichtung AG = 2AB ^2rco y wenn co 
der zu AB gehörige Zentriwinkel ist (Fig. 23). Die Tangen- 
ten in B und G schneiden sich in einem Punkte P der 
Kurve. Das ist die »Trisektrix von de Longchamps«»^), 
Ihre Polargleichung ergibt sich sofort als 



(7) 



^cos3ö = r , 



'^ G. DE LoNacHAMPS, Mathesis 8, 1888; Coura de Brohl.'^^ 
S. 174. — AsTOB, Nouv, Ann. Math. (3) 14, 385. Die Trisektion 
auszuführen überlassen wir hier und in Zukunft dem Leser. 
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woraus ihre kartesische Gleichung folgt 

(7*) {x + ir) (3 y^ -^ x^) + ^rx^ = . 

Diese ist demnach in der Tat leicht mit (6) zu identifi- 
zieren. Die Gerade Q hat die Gleichung x = —^r, die 
Hyperbel F aber y^ = ^rx + ^x^ , oder 

{x + jry y^ 

Außer G hat die Kurve noch die zwei Asymptoten 

(a? — f r) + y /3 = , die zu den Asymptoten von V 
parallel laufen und mit G ein gleichseitiges Dreieck bilden. 
Die Asymptoten sind Wendeasymptoten. Die Kurve be- 
steht aus drei kongruenten Zweigen, die den Kreis in drei 
um Bogen von je 120® voneinander entfernten Punkten 
berühren (dreifache Symmetrie). ist ein isolierter Punkt 
der Kurve. Die Tangenten in sind die isotropen Ge- 
raden a?2 + y^ = ; daher ist auch ein Brennpunkt der 
Kubik; sie gehen durch die Schnittpunkte von G und T, 
wie das bei jeder durch Subtraktion der Vektoren ge- 
bildeten Kissoide der Fall ist. Die Einhüllende der Ge- 
raden BG wird uns später beschäftigen (s. !Nr. 100). 

31. Das zweite Beispiel betrifft ebenfalls eine von 
G. DE LONGCHAMPS aufgestellte und »cubique mixte« be- 
nannte Kurve ^®). Dieselbe Kubik wurde aber unter dem 
I^amen »Tangentenkurve tier Parabel« schon früher 
von L. Henkel 3^) untersucht. Unter »Tangentenkurve« 
einer Kurve 6 versteht dieser Autor überhaupt die Kurve 0', 
die entsteht, wenn man in jedem Punkte A von die 
Tangente T zieht und die Ordinate von A mit der durch 
den Anfangspunkt des Koordinatensystems gezogenen 
Parallele zu T in P schneidet (Fig. 24). P beschreibt die 
Kurve. Hat dann die Gleichung 

(8) y ^-m , 

'^) Journ. math. sp^c. 1886^ S. 245/7 ; JEssai sur la giom. de la 
regle et de VSquerre, Paris (Delagrave) 1890, S. 116/8. >Branche 
mixte« nennt der Autor einen Kurvenzweig, der auf der einen 
Seite eine Asymptote hat, auf der andern parabolisch ins Unend- 
liche geht. Daher der Name »cubique mixte«. 

3») Diss. Marburg 1882. 
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SO ist die Gleiclmng von 0' 

(9) y-xf{x). 

Auf solche Weise erhält man aus der Gleichung einer 
Parabel P ^ 

(10) * y^ = 2{x — Tc)p 
die Gleichung der Tangentenkurve 

(11) (a?-fc)y2-^paj2 = 0. 




Vergleichen wir diese mit (6), so erkennen wir so- 
fort g =». und den Parameter der Grundparabel TT als 
den vierten Teil des Parameters von P . Addieren wir 
hier die Vektoren, so hat TT die Gleichung y^ = ^px, 
TT ist demnach eine asymptotische Parabel für die Kubik; 
sie berührt diese 4-punktig. Die beiden anderen Schnitt- 
punkte liegen im Doppelpunkt 0, der je nach der Lage 
von n und Q isoliert oder Knoten ist. Wir haben den 
Fall gezeichnet, der von de Longchamps ursprünglich 
allein ins Auge gefaßt wurde, daß nämlich fc = ^p = ^ OF , 

WiELEiTHEB, Spezielle ebene Kurven. 4 
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wenn F der Brennpunkt von P ist. Dann sind die isotropen 
Geraden Tangenten des Doppelpunktes. Verschiebt man 
TT zu sich parallel, so bleibt die Parabel 4-punktig be- 
rührend; wenn aber ihr Scheitel um Je nach der negativen 
Seite rückt, wird sie 6-punktig berührend; ihre Gleichung 
ist dann y^ = ip{(c + lc) , 

32. Die dritte Kurve, die wir hier als Beispiel geben 
wollen, entsprang überhaupt nicht einer geometrischen 
Definition; aber sie hat ein gewisses historisches Interesse. 
Ihre Gleichung 

(12) x^ + y^ = 3axy 

diente nämlich Desgabtes als eined der ersten Beispiele 
für seine Koordinatenmethode. Wir erkennen den An- 
fangspunkt als Knoten mit den Achsen als Tangenten 
und die (Wende-)Asymptote x + y + a = 0. Da man 
X und y vertauschen kann, ist die Kurve gegen die 
Winkelhalbierenden der Achsen symmetrisch. Führen 
wir, um die Gleichung auf unsere !Normalform (6) zu 
bringen, diese Winkelhalbierenden als neue Achsen ein, 
setzen also 

a?y2 = ^f^^, y/2 = -f + i?, 

so wird aus (12) 

(12*) fy2(f« + 3^«) = 3a(i7«-H 

oder 

(12t) (f _ |a/2)(i7« + -^f2) + 1^/2 . f2 == . 

Daher ist die Gleichung von G: f = ^a/2 und die 
Gleichung der Grundellipse F , wenn man die Vektoren 
wieder subtrahiert, 

{a Y2)^ {a /|)2 

Da Dbscartes nur die Schleife der Kurve betrachtete, 
nannte er sie »Folium« und die Kurve heißt seitdem 
»Folium Cartesii« oder »Descartessches Blatt « 
(Fig. 25). 



32. 



§ 7. Quadratur der symmetrischen Kurven. 
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Wenn man anf (12*) die Transformation (Affinität) 
ausübt ^ nr 

so wird daraus die Gleichung 

(13) 2x{x^ + y«) = ay|(y* - 3 Jr«) . 




Hg. 26. 

Das ist eine Trisektrix des Maclaukin mit r = a /f [vgl. 
(11) in ]^r. 28]. Es liegen daher auch beim Descartes sehen 
Blatt alle drei Wendepunkte im Unendlichen, da bei 
einer affinen Transformation die unendlich ferne Gerade 
in sich verschoben wird. Der Leser wird dies leicht 
direkt erweisen. 

Bern. Folgende von de Lon&ghamps*°) fQr das Descartes sehe 
Blatt gegebene Konstruktion möge der Leser ebenfalls selbst 
verifizieren: Ziehe im Scheitel 8 die Tangente, schneide diese 

") Qdöm. de la rigle etc.^«) S. 105. 
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mit einem Strahl aus in ii , mache 8Ä^=^8Ä (Ä^ auf OÄ) und 
suche den in bezug auf und Ä' zu Ä harmonisch zugeordneten 
Punkt P. Dieser beschreibt das Descartessche Blatt. 

33. Bezüglich der Quadratur der bisher betrachteten 
rationalen Kubiken wollen wir uns darauf beschränken, 
die der symmetrischen Formen anzugeben, die durch 
Gleichung (6) dargestellt werden. Man erhält aus (6) 

(14) y^{x — lc) = x^{qx — Jcq — 2p) 

oder, wenn man Je + 2 pjq = x setzt. 



(15) 



/=/^/^/|5^^- 



Wertet man dieses Integral aus (indem man etwa x — x^z 
setzt), so ergibt sich 



(16) { / = i/^[(2^ _ ;, + 3Ä;)y(a? - x)(x - Tc) 
- (x + 3 fc)(>« — fc) logi^x - X + ya? — fc)] . 

Dieses Integral wollen wir nun für verschiedene 
Kurven spezialisieren. 

1. Gerade Strophoide. Es ist /g^*, x = — r, 
fc = r . Daher hat man a) für die Schleife /i = i * [• . •lö'' 

^^ ^2rH[—i+\i7i]==2r^-\r^n', b) f ür 

die Fläche zwischen den unendlichen Ästen und der Asym- 

1 — 



=2rH 



—i—\og 



t + log 



= 2r^ + \r^n . 



ptote /; = \il . .]5 = 2rH _ ._ 

Demnach ist /"o + /i = (2 »')^ . 

2. Kissoide des Diokles. Es ist fq^iy x = 0, 
Tc = 2r , Die ganze Fläche der Kurve bis zur Asymptote 

hat also den Wert /= i* [l2r21ogy27 — 12rnogy— 2r] 
=^ —3ir^log{—l) = 3r^7t , d. i. das Dreifache des er- 
zeugenden Kreises. Diese Eigenschaft wurde von Chr. 
HuYGENS (1658) und Fermat (1661) zuerst entdeckt. 

3. Trisektrix des Maclaurin. Hier hat man 
/g = t, x = — fr, ]c = ^r. Daher ist /"=+* [(2a7 + 3r) 

y(^ + f ^)(^ ~" i^)] • Dieser Ausdruck ist zu nehmen 
zwischen den Grenzen und —fr für die Schleife, 
zwischen und ^r für den unendlichen Teil. Wegen 
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der beiden Faktoren in der Quadratwurzel sind daher 
die beiden Flächenwerte gleich: /i = /i = f ^^/S . 

4. Descartessches Blatt. Es ist /g^^t/i, 

x = — 3a/-/2, fc = a//2. AIbo ist f=^iiYl[{2x + 3ai2) 

• r (^ + 3 al^2){x — a/y2)J . Wie vorhin verschwindet die 

Quadratwurzel für die beiden Grenzen —^aj^ und aj^2. 
Demnach ist /i = /"a = f a^ . Dies war wegen der affinen 
Beziehung zur Trisektrix des Maclaurin vorauszusehen. 

5. Begleitkurve der Kissoide des Diokles. Für 

diese Kurve hat man ^ q = i^ x = 4r, fc = 2r. Daher 
ist die Fläche zwischen Kurve und Asymptote 

/■=|i[_20r21og(ya?--4r + •^x-2r)]Z 

= — lOr^ilogt = br^n . 

Zum Schlüsse möge bemerkt werden, daß man alle 
soeben behandelten Kurven, sofern sie zirkulär sind, 
»Slusesche Konchoiden«*^) nennt. 

§ 8. Zwei andere Typen rationaler Kubiken. 

34. Wenn wir auch darauf verzichten, hier alle Kurven 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt, die je einen !N^amen 
erhielten, aufzuführen, so müssen wir doch noch zwei Kurven - 
gattungen besprechen. Es sind das gerade Vertreter der- 
jenigen Typen, die wir im vorigen Paragraphen von der 
kissoidalen Erzeugung ausschließen mußten, d. h. die eine 
Gattung hat die unendlich ferne Gerade zur Wende- 
tangente, der Doppelpunkt der andern liegt im Unendlichen. 

Die erste Kurve erzeugen wir als »Normalenkurve 
der Parabel«. Als solche wurde 'die allgemeine Form, 
wie die »Tangentenkurve« der !Nr. 31, von L. Henkel 
a. a. O. aufgestellt. Wie oben sei die Gleichung der 
Parabel P 

(1) y^ = 2{x-^v. 

Wir ziehen in jedem Punkte A von P die Normale N 
und schneiden die Ordinate von A mit der durch den 



> ^^) S. den Briefwechsel von E. db Slüse und Chb. HuraflNS 

(Brf. vom 6. Okt. 1662) in Oeuvres de Euygens IV, S. 247. 
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34. 



Ursprung gezogenen Parallele zu N in P (Fig. 26). 
P beschreibt dann die Kurve 

(2) 2a?»=-2*a?2 + py«. 

Diese ist symmetrisch, hat in einen Doppelpunkt und 
gehört zu den ITewtonschen divergierenden Parabeln, d. h, 
sie hat die unendlich ferne Gerade zur Wendetangente. 




Fig. 26, 

Der Doppelpunkt ist von verschiedener Art*^), je nach 
der Lage von P . Insbesondere interessiert uns der Fall, 
wo die Doppelpunktstangenten unter 30^ gegen die Sym- 
metrieachse geneigt sind. Unter dieser Voraussetzung 
ist Tc = — ^ p und die Kurvengleichung lautet 

(3) x^ + ^p{x^ - 3y«) = . 

**) Für k = eine Spitze; dann ist die Kubik eine sogenannte* 
Neil sehe (sdhiikubische) Farabel. 
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Diese spezielle iN^ormalenkurve der Parabel wurde von 
Tschirnhausen zuerst betrachtet und daher von E. C. Archi- 
BAiiD*^) »Tschirnhausens Kubik« genannt, welchen ilda- 
men wir ebenfalls anwenden wollen. Sie ist in Fig. 26 
wiedergegeben. Ihre Eigenschaften entspringen großenteils 
daraus, daß sie eine Sinusspirale ist (vgl. I^r. 92). So ist ihre 
Fußpunktskurve in bezug auf einen bestimmten Punkt F 
der Achse eine Parabel mit F als Brennpunkt. Um dies 
festzustellen, nehmen wir irgend eine Parabel TT , auf den 
Brennpunkt F bezogen an mit der Gleichung 

(4) y* = 2 m 0? + m* % 

oder in Polarkoordinaten 

(4*) ^ = m/(l -COS0) . 

Auf jedem Eadiusvektor errichten wir in seinem End- 
punkt das Lot und suchen die Enveloppe dieser Lote, 
d. h. die »negative Fußpunktskurve« der Parabel TT in 
bezug auf den Brennpunkt F . Die Gleichung ^ eines 
solchen Lotes ist 

(5) X cosö sin*^ + y sinö sin*| — ^m = . 

Durch Differentiation nach 6 erhält man 

(6) iTCOSfÖ + ysinfÖ — 

und demnach als Parameterdarstellung der Einhüllenden 

^■^ ^ "" 2 sin'i e ' ^ 28inHÖ ' 

Heißt man die Polarkoordinaten der gesuchten Kurve ^ 
und d>, so ergibt sich hieraus 

(8) ^ = i m/sin8i ö , tgö> = - ctgf . 

Demnach kann man setzen 

ö>'==fö + f^> oder ^0 = ^(0— j^Tc, 

*") The cardioid and some of ita related curves. Diss. Straßburg 
1900. — TsoHiRNHAUSBN, Act. Erud. 1690. S. die von R. C. Aeohi- 
BALD gegebene Bibliographie im Interm^d. math. 8, 1901 , 10. 
Cazamian nannte sie (Nouv. Ann. math. 13, 1894; 307) »cubique de 
THöPiTAL«. Dieselbe Kurve ist bei Lobia (S. 86/87) ohne Angabe 
der Identität auch als »Trisektrix von Catalan« aufgeführt. 
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SO daß die gesuchte Gleichung in Polarkoordinaten wird 

(9) Q = ^i W^öS^i ^ • 

Diese transformiert man zu rechtwinkligen Koordinaten 
mittels der schon in Nr. 28 verwendeten Formel; es kommt 

(9 *) 27 w(a?2 + y^) = 2{x + 2 m)^ . 

Gemäß dieser Gleichung hat die Kurve einen Doppelpunkt 
in a7 = 4m, y = . * Transformieren wir zu diesem Punkt 
als Anfangspunkt, so ergibt sich 

(9+) a?3 + f w(a?2 - 3y2) = . 

Das ist in der Tat die Form der Gleichung (3). Für die 
neue Parabel ist m = -^p , Die Scheitel der Parabeln P 
und TT fallen zusammen in den Scheitel 8 der Kurve. Der 
Punkt F teilt die Strecke 80 im Verhältnis 1 : 8 {8F = i w) . 
In bezug auf F ist also Tschirnhausens Kubik die ne- 
gative Fußpunktskurve der Parabel TT . Diese Erzeugung 
ist, wie man durch eine einfache Betrachtung feststellt, 
identisch mit der folgenden. Ein Büschel von zur Achse 
senkrechten Lichtstrahlen werde an der Parabel TT reflek- 
tiert. Die Einhüllende der zurückgeworfenen Strahlen 
(Katakaustik) ist dieselbe Tschirnhausen sehe Kubik (Ver- 
allgemeinerung in Nr. 275). 

Die Quadratur der betrachteten Kurvengattung ist 
durchaus elementar. Insbesondere erhält man für die 
Fläche der Schleife der Tschirnhausen sehen Kubik aus 

(9) oder (9*) den Wert J^w^/ä. 

35. Den zweiten Kurventypus, von dem wir hier 
sprechen wollen, leiten wir aus einem Kreise K und einer 
Geraden G durch eine Transformation ab, die überhaupt 
geeignet ist, alle rationalen Kubiken zu erzeugen. Sie 
wurde von P. H. Schoute eingehend untersucht und von 
diesem »Maclaurinsche Transformation« genannt**). All- 
gemein lautet diese Transformation: „Gegeben eine 

**) Man sehe die Abhandlung in Arch. N^erl. 20, 1886, ev. 
den kurzen Auszug bei Lobia, S. 83/6. — Eine andere Transformation, 
die dasselbe leistet, wobei ein Kegelschnitt (ev. Kreis) und eine 
Gerade verwendet wird, untersuchte V. Rbtali, M^m. Soc. So. 
Li^ge (3) 2, 1900. Es ist dies eine Verallgemeinerung deijenigen 
Transformation, die zur »Tangentenkurve« einer gegebenen Kurve 
führt. 



35. 



§ 8. Zwei andere Typen rationaler Kubiken. 
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Kurve K , eine Gerade G und drei Punkte , 0\ 0'\ 
Eine Gerade durch schneide K in Q , G in JK . Q ver- 
binde man mit 0% E mit 0" ; 
dann schneiden sich O'Q und 
O'^B in einem Punkte P, der 
eine Kurve beschreibt, wenn Q 
auf K läuft". Nehmen wir für 
K einen Kreis, auf dem 
Kreis, G senkrecht zu dem 
durch gehenden Durchmesser 
OB = 6 im Abstände OA = a , 
0' im unendlich fernen Punkt 
von G , O'Mm unendlich fernen 
Punkt von JB , so ergibt sich 
die Konstruktion, die aus Fig. 27 
ersichtlich ist. Setzt man 

<QOB = €, 

so ist für P (auf bezogen) 

(10) X = b cos^e , y = a ige . 




»->^0' 



Flg. 27. 



Also beschreibt P die Kubik 

(10*) xy^'=a^h-x). 

Hier ist a? = Wendeasymptote, B Scheitel, der un- 
endlich entfernte Punkt der a?-Achse isolierter Punkt 
(Tangenten y^ + a^ == 0) . Für die Fläche der Kurve bis 
zur Asymptote erhält man 



oo 



(11) 







^dy == ab ji 



Diese ist also gleich einer EUipse mit den Halbachsen a , b 

oder einem Kreis mit dem Eadius fab . Es sind in 
dieser FamiUe zwei Kurven enthalten, die zu verschiedenen 
Zeiten gesondert aufgestellt und betrachtet wurden. Die 
eine entsteht für a==b; das ist die »Versiera«, die 
lange Zeit der Agnesi zugeschrieben wurde*^), aber von 



**) Instituzioni anaUticke (Milano 1748). — Genaueres über 
die ganze Familie m einem Aufsatze des Verfassers, Monatsh. 
Math. 18, 1907, 132—137. 
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Guipo Grandi (1718) ihren iN^amen erhielt, und noch 
früher von Febmat u. a. schon aufgestellt worden war. 
Für die andere ist a = ^h . Das ist die von Ozanam 
»Geometrische Quadratrix« genannte Kurve; sie ist 
affin zur Versiera*«). 



**) Ozanam, O^om. pratique (Paris 1684); von G. Lobia, als 
diese Quelle noch nicht bekannt war, »Pseudoversiera« genannt 
(Bibl. math. 1897 > 7 — 12, 33/4). Leibniz benutzte die Quadratur 
der Geometrischen Quadratrix zur Aufstellung seiner berühmten 
Reihe in = l — i + i — ! + ..•; s. G. Loria in Bibl. math. (3) 3, 
1902 y 127/30. Der Leser braucht nur die Division in (11) unter 
. dem Integral auszuführen und die entstandene Reihe gliedweise zu 
integrieren. 

Hier sei noch nachträgUch bemerkt, daß der Begriff der 
»Kurven gleicher Potenz« (S. 10) vom Verfasser in der auf S. 68 
zitierten Abhandlung '^^ eingeführt wurde. 



n. ABSCHNITT. 

KONOHOIDEN. 

§ 9. Gewöhnliche und schiefe Konchoiden. Grundbegriffe 

der kinematischen Geometrie. 

36. Die Familie der »Kissoiden« , die hauptsächlich 
der Gegenstand des vorigen Kapitels war, wurde dadurch 
gebüdet, daß zwei Grundkurven f und f gegeben waren 
und man von einem beliebigen Punkte O als Pol aus die be- 
züglichen Eadienvektoren subtrahierte (bzw. addierte). Im 
besonderen behandelten wir dann die Fälle, wo f ein 
Kreis oder eine Gerade, f aber ein Kreis war, der durch 
ging. Indem wir alle anderen denkbaren Fälle beiseite 
lassen, widmen wir das vorliegende Kapitel den Kissoiden, 
die entstehen, wenn V ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt 
in O liegt. Kurven mit dieser Entstehungsweise heißen 
— aus einem später (Nr. 42) zu erklärenden historischen 
Grunde — »Konchoiden«. 

Ist r von der Ord/nung n, so ist die Ordnung der 
Konchoide, wenn F ß-mai durch den Pol geht und (K-fach 
zirkulär ist, 2{2n — ß — oc) . Dies geht sofort aus der für 
Ejssoiden in Kr. 2 aufgestellten Formel hervor ^'^. Dabei 
ist der Pol ein 2 (n — a)-facher Punkt der Konchoide. 

Wir drücken nun die kissoidale Konstruktion der 
Konchoiden einfacher aus, indem wir sagen: Aus irgend 
einer Kurve f leitet man eine (gewöhnliche) Konchoide ab, 
indem man von einem beliebigen Pol aus die Radien- 
veTctoren von F um eine IconstamU Strecke l (ZwischenstilcJe) 

^^ Dieselbe Formel leitete G. Lobia auf andere Weise ab im 
Int. Math. 8, 1901, 297. An der nämlichen 8teUe fügte P. Henbl£ 
bei, die Asymptoten der Grundkurve f seien für die Konchoide 
doppelt zählende Asymptoten. Unsere Beispiele werden dies be- 
stätigen. 
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verlängert bzw. verkürzt. Daß wir aber den Konchoiden, 
obwohl sie nur einen speziellen Fall der Kissoiden dar- 
stellen, ein eigenes Kapitel widmen, ist hauptsächlich 
damit begründet, daß die »konchoidale« Konstruktion als 
eine durch einen Bewegungsmechanismus hervorgebrachte 
Erzeugung betrachtet werden kann, wodurch ein ganz 
neues Moment in die Betrachtungen kommt. 

Denken wir uns nämlich zwei Ebenen A und J' über- 
einandergelagert; in A sei ein fester Punkt und eine 
feste Kurve f gegeben, in A' eine Gerade G und auf ihr 
zwei feste Punkte P und Q im Abstände l. Wir ver- 
schieben nun A* gegen A so, daß G immer durch geht 
und P auf f gleitet: dann beschreibt Q, wo man sich 
einen Stift befestigt denken mag, in A eine Konchoide 
von r nach der obigen Definition. Und überhaupt jeder 
Punkt von G beschreibt eine Konchoide von f. Die so 
definierte Bewegung der beiden Ebenen gegeneinander 
heißt daher eine »konchoidale«. Zum Verständnis der 
ganzen Bewegung erscheint es aber nötig, auch nach den 
Kurven zu fragen, die von den außerhalb von Q m A' 
liegenden Punkten B beschrieben werden. Da sowohl 
RP als auch -^BPO =« cd konstant sind, erhält man diese 
Kurven, indem man an den Eadiusvektor OP ein kon- 
stantes Stück m unter einem konstanten Winkel co an- 
trägt. Wir nennen sie daher »schiefe Konchoiden« von 
r*®); für a) = 27z oder =0 entstehen dann die zuerst 
betrachteten, die wir Konchoiden schlechthin oder, wenn 
eine Gegenüberstellung nötig ist, »gewöhnliche Konchoiden« 
nennen. Die Ordnung der schiefen Konchoide bleibt, wie 
eine einfache Überlegung ergibt, dieselbe wie die der ge- 
wöhnlichen. 

37. Die Bewegung einer Ebene gegen eine andere, 
oder, wie man auch sagen kann, einer Ebene in sich, da 
man ja A und A^ als identisch betrachten kann, müssen 
wir etwas genauer studieren ^^), um diese Auffassung für 



^^) In dieser Weise hat schon de la Hnts den Begriff gefaßt, 
in M^m. Ac. sc. 1708 (Paris 1730), 32—61, und die Normale kon- 
struiert, wie in Nr. 40 gezeigt werden wird. 

^^) Unter »Kinematik« versteht man den Teil der Bewegungs- 
lehre, der von den Kräften absieht (Ampäbb, Essai sur la phÜo- 
Sophie des seiences, Paris 1834). Von der Kinematik hat sich dann 
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verschiedene Konstruktionsarten, zunächst die konchoidale, 
auszunutzen. Eine solche Bewegung ist, wie die Koordinaten - 
transformation, von 3 Konstanten abhängig. Denn man 
kann jedem Punkt eine beliebige Lage anweisen und dann 
noch die Ebene um diesen Punkt drehen. Soll die Be- 
wegung also zu einer bestimmten werden, so daß jeder 
Punkt von A^ in A eine Linie (Trajektorie) beschreibt, 
so müssen wir ihr zwei Bedingungen auferlegen. Zu 
diesem Zwecke kann man geben, wenn man sich auf die 
einfachsten Fälle beschränkt, 1. die Trajektorien zweier 
festen Punkte von J' in J , 2. die Trajektorie eines 
Punktes und die Einhüllende einer Kurve von A^ in A , 
3. die Einhüllenden zweier Kurven von A' in A . Die 
konchoidale Bewegung gehört hiernach zum zweiten 
Typus; die Einhüllende ist auf einen Punkt zusammen- 
geschrumpft. 

Um aber die Gesetze einer solchen Verschiebung einer 
Ebene gegen eine andere zu erkennen, ist es nötig, die 
Bewegung zuerst diskontinuierlich 
verlaufen zu lassen. Wir geben 
zweien Punkten A und B von A' in 
A zunächst die Anfangslage Aq, B^ 
und eine zweite Lage A^, B^ (Fig. 28). 
Man sieht, daß dann die Lage jedes 
dritten Punktes ebenfalls bestimmt 
ist. Die Überführung der Ebene A^ 
von der Lage Aq in die Lage AI 
kann nun durch eine einzige Eota- 
tion dargestellt werden. Sucht man nämlich den Punkt Jtfoi? 
der von Aq und A^ , bzw. von Bq und B^ gleichweit ent- 
fernt ist, so ist offenbar AAqBqMq^ ^ AA^B^Mq^ und 
von demselben Sinne, so daß beide Dreiecke und damit 
beide Ebenenlagen durch eine Eotation um Mq^ ineinander 

noch eine Disziplin abgezweigt, in der auch von der Zeit (Ge- 
schwindigkeit) abgesehen wird, die also von den bloßen Ver- 
schiebungen (d^placements) handelt. Diese Disziplin wurde von 
einem ihrer erfolgreichsten Förderer, A. Mannheim, »Geometrie 
cin^matique« (deutsch auch »Geometrie der Bewegung« nach 
J. Ckvas Oeometria motus 1692) genannt. Um diese letztere 
handelt es sich bei unseren Überlegungen allein. S. das mit 
vielen Beispielen ausgestattete Werk „Principes et divdoppements 
de Q^om, dnJ* von A. Mannheim, Paris (Gauthier -Villars) 1894. 
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übergeführt werden können ^^). Die Trajektorien aller 
I^unkte von A' sind also hier konzentrische Kreise und 
alle Mittellote zu den Verbindungsstrecken irgend zweier 
entsprechenden Punkte der Ebene gehen durch Mqi . Er- 
teilt man AB eine dritte liSbge'Ä^B^, so ergibt sich ein 
entsprechendes Botationszentrum Jf^g usw. 

38. Denkt man sich nun die Lagen ^o^o^ ^i-^i» 
Ä2B2 usw. unendlich nahe aufeinanderfolgend, so daß A 
und Bj sowie alle übrigen Punkte der Ebene A^ Kurven 
beschreiben, so gehen die Mittellote zwischen den ent- 
sprechenden Punkten zweier aufeinanderfolgenden Lagen 
in die Kormalen der Trajektorien dieser Punkte über. 
Wir haben demnacÜ den Satz: . 

Bei einer beliebigen Verschiebung einer Ebene in sich 
gehen in jedem Augenbliclc der Bewegung die Normalen der 
Bahnen aller Punlcte durch denselben Punkt M , das so- 
genannte Momentanzentrum ^^). 

!N^ach einem bekannten Satze umhüllen ferner die 
Tangenten der Trajektorien aller Punkte einer Qeraden Q 
in jedem Augenblicke eine Parabel mit Q als Scheitel- 
tangente und dem Fußpunkt 8 des von M auf Q gefällten 
Lotes als Scheitel. Dieser Punkt 8 rückt im gegebenen 
Momente in der Eichtung der Geraden G weiter. Er ist 
daher der Berührungspunkt der Kurve, die von Q eingehüllt 
wird. Sollte diese Kurve sich auf einen Punkt redu- 
zieren, wie bei den Konchoiden, so liegt M in jedem 



^) Dieser Punkt ist identisch mit dem von Eülbb betrachteten 
»centrum similitudinis« (Nov. Act. Petrop. 9; 1777, 154) und dem 
Yon Ma&niis so genannten »Situationspunkt« (Äufg. u. Lekra, a. d. 
anal, Oeom.^ Berlin 1833 , I, 59). Vgl. auch Ohaslbs, Bull. sc. 
math. 14, 1830, 321. — Wenn überhaupt zwei vereinigt liegende 
Ebenen A und il' sich punktweise ein-eindeutig projektiv (kollinear) 
entsprechen, so gibt es drei sich selbst entsprechende (Doppel-) 
Punkte. Im Falle der gleichsinnigen Kongruenz sind dies der 
in Frage stehende Punkt M^^ und die imaginären Kreispunkte. 
Vgl, K. DoBHLEHANN, Geom. Transf, I\ 154 — 159. 

**) Entdeckt von Jon. Bbbnoulli, „be centro spontaneo rotaiionia*', 
Opera, Bd. 4, Lausannae 1742, S. 265 , von Dbsoabtbs aber schon 
gelegentlich zur Konstruktion von Kurvennormalen verwendet 
{kpistolae 1683, t. III, 213. Strengere Beweise als im Text, geo- 
metrisch bei A. SoHOBNFLiBS, „Geom. d. Bewegung**, Leipzig (Teubner) 
1886, 5; analytisch bei M. d'Ooa&nb, „Cours de O€om, deacr. et de 
OSom. infinitdsimaWf Paris (Gauthier -Villars) 1896, 265/6. 



38, 39, § 9. Grundbegriffe der kinematischen Geometrie. 63 

Augenblicke auf dem in* auf Q erricliteten Lote. Be- 
trächten wir ferner eine beliebige Kurve C in J' als 
Einhüllende ihrer Tangenten, so ist offenbar, daß wir die 
momentanen BerührungspunJcte von C mit ihrer Enveloppe 
erhalten, wenn wir die Fußpunlcte d^ von M auf C ge- 
fällten Lote bestimmen; dies sind zugleich die Berührungs- 
punkte der Fußpunktskurve von C (in bezug auf M) mit C. 
Ihre Anzahl ist, wenn C die Ordnung n und die Klasse v 
hat, im allgemeinen n + v **). 

39. Denken wir uns nun, indem wir die Bewegung 
zunächst wieder als diskontinuierlich voraussetzen, in der 
festen Ebene A eine Eeihe von Drehungspolen M^^, M^^ ^^^• 
verzeichnet und merken wir uns in 
der beweglichen Ebene A* die Punkte 
Jf Ol = Jf Ol ) ^12 iisw. an, die nachein- 
ander durch die verschiedenen Bota- 
tionen zur Deckung kommen (Fig. 29), 
so wird sich zuerst die Seite Jtf 01^^12 
auf Jf Ol ^12 > sodann M[^ Jtf 23 stuf 
Jf 12^28 usw. legen. Die ganze Be- 
wegung kann sonach dargestellt werden 
durch das Abrollen eines in A' befind- 
lichen Polygonzuges auf einem in A ge- Fif. 29. 
zeichneten. Lassen wir nun wieder die 
Drehungszentren einander unendlich nahe rücken, so werden 
aus den Polygonen Kurven, die sogenannten »Polbahnen«, 
und wir können sagen: 

Jede Bewegung einer Ebene in sich Jca/nn dadurch ver- 
mittelt werden, daß eine beweglich gedachte Kurve auf einer 
festen, ohne zu gleiten, abrollt ^^). 

Vorauszusetzen ist dabei allerdings, daß dieMomentan- 
zentra im Endlichen liegen, d. h, daß die Bewegung nicht 
in einer reinen Translation besteht. Wir haben dann 
zu den in Nr. 37 gegebenen 3 Bedingungen zur Be- 
stimmung einer Bewegung eine vierte, d. i. die, bei der 




^^) S. z. B. Salmon-Fibdlbb, Anal, Qeom, d, keh. ebenen 
Kurven, 2. Aufl., Leipzig (Teubner) 1882, 119/20. 

'^^) Zuerst von Cauohy angegeben. Exerc. de math,, Bd. 2, 1827, 
S. 7^. Zwei Jahre später auch von Chaslbs gefunden, aber erst 
veröffentlicht in dem MSm, de OSom, 8, L constr. des normales etc, 
im Bull. Soc. math. France 6, 1878, 208 ff. 
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beide Polbahnen gegeben sind. Welche der beiden Kurven 
dann als fest, welche als beweglich betrachtet wird, ist 
an sich gleichgültig. In der Tat wird dem Beschauer, 
der mit der einen Polbahn fest verbunden gedacht wird, 
immer die andere als beweglich erscheinen, und es ist 
ein Standpunkt außerhalb A bzw. A' nötig, um dies 
unterscheiden zu können. Die Trajektorien sind aber 
freilich verschieden, je nachdem man die eine oder andere 
Ebene als fest betrachtet, wenn nicht etwa die beiden 
Polbahnen kongruent sind und sich in homologen Punkten 
berühren. Es ist jedoch von großem Nutzen, immer beide 
Bewegungen zusammen zu betrachten. Wir heißen, wo 
wir sie zu unterscheiden haben, die eine Bewegung die 
»ursprüngliche oder direkte«, die andere die »umgekehrte 
oder indirekte«^*). Diese Begriffe genügen einstweilen, 
um beim genaueren Studium der Konchoiden, zu denen 
wir uns nun wenden, wichtige Dienste zu leisten. 

• 

§ 10. Konehoiden der Geraden. 

40. Es sei zunächst f noch eine beliebige Kurve, 
ein fester Punkt und wir bilden eine Konchoide von 
r, indem wir an jeden Eadiusvektor OP von f eine 
Strecke PB = l unter dem konstanten < OPB = (o an- 
tragen (Fig. 30). Nach dem obigen erhalten wir dann 
das Momentanzentrum M , indem wir in P zu f die 
Normale ziehen und diese mit dem in auf OP er- 
richteten Lot zum Schnitt bringen. Dieser Punkt M ist 
offenbar von l und co unabhängig. Wir können demnach 
sagen: Die Normale jeder Konchoide einer Grundkurve F 
geht durch den Endpunkt der Polarsubnormale von f . Der 
Leser wird bemerken, daß wir diesen Satz auch aus dem 
für Kissoidennormalen (Nr. 3) gegebenen, allerdings nur 
für gewöhnliche Konchoiden hätten ableiten können. Die 
ebendort abgeleitete Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes läßt sich gleichfalls für gewöhnliche Konchoiden 
j — 

'^^) Der Idee nach stammt die Betrachtung der umgekehrten 
Bewegung auch von Chaslbs. Die theoretische Bedeutung der 
Idee erkannte jedoch erst Abonhold. Vgl. die wichtigen „Grund- 
Züge der kinematischen Geometrie" in den Verh. Ver. Bef. d. Cte- 
werbfl. 51, 1872, 129—155. 
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sehr leicht ausfuhren, da q" für die Grundkurse und alle 
Konchoiden densdben Wert hat. Wir beschranbeQ uns aber 
darauf, sie in den you uns bebandelten Spezialfällen an- 
zugeben. 

Der erste und nächstliegende Fall ist der, daß wir 
für r eine Gerade nehmen. Dann gestaltet sich die Kon- 




struktion des Krämmungszentrums für einen Punkt B^ , 
der auf OP in der Entfernung FBq = l^ tob P liegt, 
folgendermaßen (Fig. 30) : PU ± T, OM ± OP, M Momentan- 
Zentrum, Ä^Jlf Normale; MB ±PM,PB = BA, N m^ißV 
punfct Ton MA ; MB'S. MBf^ , B'N schneidet die Nor- 
male MB in G . Punkt N bleibt konstant für alle Werte I^ , 
41. Wir wollen nun sofort die Gleichung der von 
dem Punkte B beschriebenen schiefen Kouchoide auf- 
st^en, wenn T eine Gerade bleibt. Wir wissen, es wird 
eine Quartik entstehen. Ist die Entfernung des Poles 
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von r 00^ =' a und setzen wir den variablen ^0P0'=» e , 
so hat 12 die Koordinaten, auf 0' als Anfangspunkt be- 
zogen 

(1) X = a ctge — l cos(ö) + e) , y = — -Z sin(o> + e) . 

Aus diesen zwei Gleichungen ist e zu eliminieren. Die 
Eechnung, die wir dem Leser überlassen müssen, ergibt 

I [a? y coscü — (y2 + a y — V) sino>]2 
[ = (a? sincü + y cosco + a coso>)^ ip — y^) 

oder in leichtverständlichen Symbolen 

(2*) H« = A2(?2 - y^) . 

Wir haben also eine Quartik vor uns, die zwei Doppel- 
punkte D , D' hat, wo die Gerade A , die durch geht, 
die Hyperbel H schneidet (vgl. Fig. 32). Außerdem ist 
noch ein Knoten im Unendlichen in der Eichtung von f 
mit den beiden Tangenten (Asymptoten) y = ±Zsina>. 
Die Kurve geht außerdem durch die Kreispunkte. Sie ist 
also rational und zirkulär. Die Geraden y = dil sind 
horizontale Tangenten. Zwischen ihnen liegt die Kurve. 
Der Doppelpunkt D ist immer ein Knoten; D' aber ist 
Knoten, Spitze oder isolierter Punkt je nach den Größen- 
verhältnissen von a , cy und l . 

Es ist ferner bekannt, daß die Gerade FB eine 
Parabel mit dem Brennpunkt einhüllt. Dieser Punkt 
ist auch außerordentlicher Brennpunkt der Konchoide, 
d. h. die beiden Tangenten (Asymptoten) in den unendlich 
fernen Kreispunkten gehen durch ihn. Man bestätigt dies 
am einfachsten, indem man in (2) x = ±i{y + a) setzt. 
Dann sieht man, daß die Koeffizienten von y^ und y^ 
verschwinden, d. h. daß die Gleichung zwei Wurzeln 
z = hat. 

42. Unter den Spezialisierungen für den Winkel cd 
sind es vor allem drei, die unser Interesse in Anspruch 
nehmen, das sind die Werte o> = (oder tz); co^^^ti 
(oder ^7i) und (o = ^7t (oder f^r). Der ^erste gibt eine 
der ältesten speziellen Kurven, die »Konchoide des 
NiKOMEDES« (zwischen 250 u. 150 v. Chr.) mit der Gleichung 

(3) x^y^ = (y + a)^{P-y^) 



42. 
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oder in Polarkoordinaten, auf bezogen 



(3*) 



a 



"^ sind 



Hierbei kann man vor l das Minnszeichen weglassen, 
wenn man nur für q auch negative Werte zuläßt, aber 
als unbeschränkt veränderlich betrachtet. Dies stellt sich 
bei Anwendung der Polarkoordinaten auf viele spezielle 
Kurven als unabweislich heraus ^^). Insbesondere erhält 
man hier, wenn man ö + jr setzt statt ö: ^ = — a/sinö + Z; 
das ist aber dasselbe, als wie wenn man für hätte: 
Q == ajAnd — l. 

Die beiden parallelen Asymptoten der allgemeinen 
Konchoide fallen bei (3) in die d?-Achse zusammen. Gegen 




Fli. 31. 



die y -Achse ist die Kurve symmetrisch, D' rückt nach , 
D ist auf der oj-Achse ins Unendlichie gerückt. Dort hat 
die Konchoide desNiKOMEDES also einen Berührungsknoten, 
in Knoten, Spitze oder isolierten Punkt, je nachdem 
i > , = , < a . Die Form mit Knoten ist in Fig. 31 wieder- 
gegeben. Der oberhalb der o? -Achse liegende Zweig, der 
im Altertum allein betrachtet wurde, hat in jedem Falle 
eine muschelf örmige Gestalt (concha, ^ xöyxrj =* die Muschel) 
mit zwei reellen Wendepunkten. Für die Wendepunkte 
ist überhaupt ^^ + 2 ^'^ — ^ ^'' = . Bildet man diese 
Gleichung aus (3"**) und eliminiert Z, so erhält man 
^ = 2acos^ö/sin^ö oder in Punktkoordinaten y^ = 2ax^ 
als Ort für die WendepunMe aller Konchoiden des Nihomedes 
tei gleichem Pol und gleicher Basis, aber variablem Zwischen- 

^^ Siehe Lobia, Note I, S. 714. — Skebet-Sohbffbbs, THif-, i«. 
Integr.-BecJmung, Leipzig (Teubner) 1906, L Bd. 345/6. 

5* 
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stüek. Es ist dies eine feilsche Parabel*^), mit Spitze in 
und Wendepunkt in der Eichtung der a?-Achse mit der 
unendlich fernen Geraden als Tangente 5®). 

Bern. Zur Konstruktion des Erümmungszentrums sei noch 
bemerkt; daß die in Nr. 40 angegebene für die Scheitel im Stich 
laut. Aus dem allgemeinen Ausdruck für den Krümmungsradius 
in Polarkoordinaten berechnet man jedoch leicht für die Scheitel 
(ö = ^ JT und = in) die Werte ^ = ±(a ± 1)^/1. 

^ 43. Die zweite Spezialisierung der Gleichung (2) ergibt, 
wenn man co = ^ 7t setzt: 

(4) {xy -y^-ay + Py =.{x + y + aY {P - y^) . 



/ 7 


"w" 


\^'i^ 


• 


^f^ 


Y- 


. 





Flg. 32. 

Diese Kurve, die wir in Fig. 32 (mit Knoten in D') dar- 
gestellt haben, wurde auf andere Weise von A. Düker er- 
zeugt und »Muscheillinie« genannt 5''). Der Doppelpunkt D' 
ist Knoten, Spitze oder isolierter Punkt, je nachdem 

*«) De LA HiRK, M^m. Ac. K. Sc. 1708 (Paris 1730), S. 59; vgl. 
Arch. Math. Phys. (3) 11, 1907, 151/2. 

*^ A. DüRKE, ünderweysung der Messung mit dem 2Rrclcd und 
Bichtscheyt Nürnberg 1525, bei Lobia S. 212. Die Identität der 
aus der Dürerschen Konstruktion hervorgehenden Quartik mit 
einer der konchoidalen Trajektorien bei gerader Grundkurve zeigte 
der Verfasser in Stzgsb. Ak. W. Wien (math.), 116, Abt. IIa, 1907. 
Noch M. Cantor, der im 2. Bd. seiner Vorl, üb, Oesck, d. Math,, 
Leipzig (Teubner), 2. Aufl. 1900, 461 die Kurve ebenfalls aufführt, 
sagt, sie sei „wohl zu unterscheiden von der Konchoide der Alten". 



43, 44, 45. 
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l> y = , < 2 a . Diese Bedinguug findet man am einf achsten, 
indem man die Ordinate von D' [y = — i(a+ya* + 2?^)] 
bestimmt und sie mit der Ordinate {y = —l) des tiefsten 
Punktes vergleicht. 

44. Setzt man (o = ^7i in Gleichung (2), so ergibt 
sich die Kurve der Fig. 33 mit der Gleichung 



(5) 



(y^ + ay — Z«)2 = x^{l^ - y^) . 




Hf. 33. 



Diese Kurve, die man mit J. Neüberg als »Orthokonchoide« 
der Geraden bezeichnen kann^^), ist dadurch bemerkens- 
wert, daß. sie neben der Konchoide des Nikomedes in dem 
System (2) die zweite symmetrische Form darstellt. Die 
beiden endlichen Doppelpunkte, von denen D immer Knoten, 
D^ immer isolierter Punkt ist, liegen in der ^ -Achse und 

haben die Ordinaten y = — ^(a + ^a^ + 4 Z*) . Hieraus ist 
auch klar, daß der isolierte Punkt nie in den Pol 
fallen kann. 

45. Wir wollen nun die Polkurven unserer koncho- 
idischen Bewegung, bei der die Gerade (oj-Achse) als Grund- 
kurve dient, zu bestimmen suchen. Die feste Polbahn ist 
der Ort des Momentanzentrums M in der festen Ebene A . 
Für eine beliebige Lage der beweglichen Geraden OP hat 
dieses die Koordinaten (Fig. 34) 



(6) 



X = a ctgfi , y = — a/sin^e . 



'^^) Vgl. die Broschüre mit dem Doppeltiiel „Notice 8, un nouv. 
curvigraphe^* p. V. Lkbbau et „Ä. les lignea trac^ p. le curvigr, V. L," 

!>. J. NBÜBBB&. Li^ge (E. Cloubert) 1904 (S.-A. aus M^m. Soo. Li^ge 
3) 5, 1904). 
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Hieraus ergibt sich durch Elimination von e die Gleichung 
der festen Polbahn 

(6*) a?« + a(y + a) - , 

d. i. eine nach unten offene Parabel mit als Scheitel 
und 00' als Achse. 

Die Gleichung der beweglichen Polbahn erhalten wir, 
wenn wir bei der umgekehrten Bewegung die feste Pol- 
bahn suchen. Die zur konchoidischen Bewegung inverse 
ist aber diese: Gegeben eine Gerade OH, auf ihr ein fester 




Flg. 34. 



Punkt P. Ein rechter Winkel mit dem Scheitel 0' bewegt 
sich 80, daß sein einer Schenkel immer durch P geht, während 
ein fester Punkt des anderen auf der Geraden OH gleitet. 
Das Momentanzentrum M wird in derselben Weise kon- 
struiert wie vorhin. Nehmen wir OP als i/ -Achse und 
eine in P darauf senkrechte Gerade als |-Achse, so sind 
die Koordinaten von M 

(7) f = a cose/sin^e , rj = — a/sine . 

Die Elimination von e ergibt die Gleichung der beweg- 
lichen Polbahn 

(7*) a^S' + fj^) = fj^ . 
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Diese Quartik, die wir in Fig. 34 in der Anfangslage, wo 
P nach 0' fällt und die bezüglichen Achsen sich decken, 
gezeichnet haben, muß also auf der dort ebenfalls an- 
gedeuteten Parabel (6*) abrollen, damit alle Punkte der 
Ebene A% in der (7*) liegt, Konohoiden der Geraden O'X 
beschreiben. Alle Punkte der ?^ -Achse beschreiben Niko- 
medische Konchoiden. 

Die Quartik (7*) hat in 0' einen isolierten Punkt 
mit den isotropen Geraden als Tangenten, im unendlich 
fernen Punkte der I-Achse einen Beruhrungsknoten mit 
der unendlich fernen Geraden als Tangente. Da ihre 
Polargleichung ist 

(7t) Q = a/sin^ö , 

läßt sie sich auch leicht direkt punktweise zeichnen. Nach 
einer Konjektur von P. Tanneby^^) ist dies die Kurve, 
die EuDOXus von Knidos (um 408 — 355 v. Ohr.) als 
»Kampyla« (^ xafinvXri = der Krummstab) bezeichnete. 
Diese sowohl, wie die Konchoide des Nikomedes wurden- 
erdächt, um das Delische Problem zu lösen. Der im 
obigen erläuterte Zusammenhang beider war aber den 
Alten unbekannt. 

Wir sind natürlich versucht, auch die Trajektorien 
der Punkte von A zu bestimmen, wenn die Parabel (6*) 
auf der Kampyla rollt. Da wir aber gleich eine Be- 
wegung betrachten wollen, welche die konchoidische und 
ihre inverse als spezielle Fälle in sich schließt, verschieben 
wir daa auf den nächsten Paragraphen. 

46. Auch die Inverse der Kampyla in bezug auf den 
Mittelpunkt ist eine bemerkenswerte Kurve. Sie hat die 
Gleichung 

(8) ^ = asin2ö 

oder in kartesischen Koordinaten 

(8*) (a?2 + y2)8_^2y4. 

F. MÜNGER gab ihr den bezeichnenden Namen 
»Doppeleilinie«^^) (Fig. 35). Diese Kurve hat in den 

") Mem. Soc. Bordeaux (2) 2, 1878. 

•^) „JDi« eiförmigen Kt^rven", Diss. Bern 1894. — Literatur s. 
im Int. Math. 9, 1902, 335/7. 
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Kreispunkten Spitzen mit der unendlich fernen Ge- 
raden als Tangente, im Anfangspunkt einen 
vierfachen Punkt mit vierfacher Tangente, der 
aber so durchlaufen werden muß, daß zwei 
Spitzen entstehen. Dies geht schon aus der 
Erzeugung hervor. Die Polargleichung kann 
r^„ man auch schreiben Q = ^a — ^a cos2 6 . Da- 
her ist die Doppeleüinie eine Konchoide der 
Kurve ^ = ^acos2ö; diese selbst ist eine 
Eosenkurve mit 4 Blättern (vgl. Nr. 82), ihre 
Inverse ist uns aber schon bekannt. Aus 
der Polargleichung ^cos2ö = ^a erhält man 
nämlich die Gleichung in Punktkoordinaten 
{x^ — y^)^ = ^a^{x^ + y^); diese steDt eine auf 

die Winkelhalbierenden der früher (Nr. 15) verwendeten 

Achsen bezogene Kreuzkurve dar. 




Flg* 35. 



§ 11. Die Schleif schieberbe wegung und ihre Unterfälle. 

47. Die im vorigen Paragraphen betrachtete kon- 
choidale Bewegung ist einer sofort in die Augen springenden 

Verallgemeinerung fähig. Es 
sei wieder P eine feste Ge- 
rade, ein fester Punkt der 
Ebene A (Fig. 36). Ebenso sei 
in der beweglichen Ebene A' 
eine feste Gerade G und ein 
fester Punkt P gegeben. Ver- 
schieben wir nun A' gegen A 
so, daß immer G durch geht, 
während P auf f bleibt, so 
haben wir, wenn P ein belie- 
biger Punkt der Ebene A' ist, 
eine Bewegung, die wir am 
besten mit dem Namen be- 
legen, den sie in der Maschinentechnik hat, es ist die 
»Bewegung des Schleifschiebers«. 

Wir wollen zunächst wieder die Gleichung der Tra- 
jektorie eines beliebigen Punktes Q der Ebene A' auf- 
stellen, wenn QP = 1 und der Winkel von QP mit dem 




> 



Flg. 36. 
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Lote PP^ (= 6) auf G gleich q) ist. Man hat für den 
Punkt Q (auf 0' als Anfangspunkt bezogen) 

(1) a? = a ctg« + 6/sine + l sin{q) + e) , y = —lQOB{(p + e) . 

Durch Elimination von e erhält man die Gleichung der 
Trajektorie 

(2) I [^ysin9?+(y2 + öty- ^')cos9? — &q2 

\ = (a? COS97 — y miq) — a &mq)y {l^ — y^) . 

Das ist eine rationale Quartik, die von der Kurve (2) des 
vorigen Paragraphen nicht wesentlich verschieden ist. In 
der Tat geht sie in diese über, wenn wir 6 = und 
q) = CO — ^7t setzen. Bevor wir aber zu anderen Spezial- 
fällen übergehen, seien auch noch die Polkurven für den 
allgemeinen Fall aufgestellt. Da das Momentanzentrum 
wie oben konstruiert wird, geben wir nur ihre Gleichungen 
an. Nimmt man für die feste Polbahn das Koordinaten- 
system mit dem Anfangspunkt 0', für die bewegliche das 
mit dem Anfangspunkt P' und zwar so, daß sich die 
Koordinatensysteme, wenn P' nach 0' fällt, auch dem 
Sinne nach decken, so ergibt sich für die erstere 

(3) (x^ + ay + a2)2 = b^[x^ + {y + a)^] , 
für die letztere 

(4) {v^-hS + &2)2 = a^[rj2 + (f _ 6)2] . 

Gleichung (3) geht in (4) über, wenn man as durch rj j 
y durch — f ersetzt und a mit h vertauscht. In der Tat 
ist die umgekehrte Bewegung (wo G und P fest bleiben) 
hier wieder eine Schleifschieberbewegung. Beide Polbahnen 
sind Verallgemeinerungen der Kampyla des Eüdoxus. 
Die erste geht für a = , die zweite für & = in eine 
Kampyla über. 

48. Es bieten sich nun vor allem drei wichtige 
Spezialisierungen der Schleifschieberbewegung dar, d. i. (1) 
der Fall 6 = 0: die oben ausführlich betrachtete Kon- 
choidenbewegung, (2) der Fall a = : die oben angedeutete 
Umkehrung der Konchoidenbewegung, (3) der Fall a = b: 
das sogenannte »symmetrische« Schleifschiebergetriebe. 
Wir wollen zunächst die Umkehrung der Konchoiden- 
bewegung ins Auge fassen. Aus unseren allgemeinen 
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Gleichungen ergibt sich sofort für die Trajektorie eines 
beliebigen Punktes die Kurve 

I [(ßysmq) + (y^ — P) C0S9? — & q2 
\ = (a? C0S9? "- y sin9p)2 {P — y^) , 
für die beiden Polkurven 

(6) X^ = &2(aj2 _|_ y2) 

und 

(7) ^2-&f + &2 = 0. 

Es rollt daher wirklich eine Parabel auf einer Kampyla 
ab, während bei der Konchoidenbewegung das Umgekehrte 
stattfindet. 

Die Kurven (5) haben jedenfalls alle zentrische Sym- 
metrie in bezug auf ; denn wenn x und y gleichzeitig 
ihr Zeichen wechseln, verändert sich Gleichung (5) nicht. 
Gegen die Achsen symmetrisch werden die Kurven nur 
dann, wenn die den Faktor xy enthaltenden Glieder ver- 
schwinden; dann muß aber sin^j^O, d. h. <p = sein; 
PQ fäUt in die Gerade PP\ Diese Kurven haben die 
Gleichung 

(8) \y'-l(h + T)Y^x^l^^y^). 

Unter ihnen befindet sich wieder eine besonders einfache 
für Z = — & ; d. i. die Kurve, die der Punkt P' beschreibt. 
Ihre Gleichung ist 

(9) y^{x^ + y^)==b^x^ 

oder in Polarkoordinaten 

(9*) Q = hctge. 

Diese Kurve wurde schon von dem DESCABTESschüler 
G. VAN GuTSCHOVEN uud vou J. Babrow (1670) aufgestellt. 
Der Name »Kappakurve«, den ihr wegen ihrer Gestalt 
A. AuBRY^i) gab, ist seither angenommen worden. Die 
Kurve kann auch definiert werden als der Ort der Be- 



^^) S. den noch öfter zu zitierenden Aufsatz „De Vusage des 
figures de Vespace pour la dSfinition et la transformation de certaines 
courhes^'. Joum. math. spöc. (4) 4, 5, 1895/6, in mehreren Fort- 
setzungen. 
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rührungspunkte P^ der Temgenten von an die Kreise vom 
RaMus h j deren Mitiel/punkte P auf der x -Achse laufen. 

Die Kappakurve hat zu (Wende-) Asymptoten die 
Parallelen y = +h und im Anfangspunkt einen Bertihrungs- 
knoten mit der ^ -Achse als Tangente (Fig. 37). Sie ist 
demnach eine rationale, zirkuläre Quartik. Die Kurven (8) 
können dann als Orthokonchoiden der Kappakurve auf- 
gefaßt werden. Insbesondere entsteht für Z = — 2& eine 
sog. »Trisekante« , auf die wir in Nr. 53 zurückkommen. 

49. Ein Berührungsknoten in ergibt sich überhaupt, 
wenn in Gleichung (5) das. konstante Glied verschwindet, 
wenn also l cos 97 = —h wird. Das ist immer dann der Fall, 
wenn Q auf OP^ liegt. Die Trajektorien sind dann ge- 
wöhnliche Konchoiden der Kappakurve, die auch »schiefe 
Kappakurven« heißen. Setzt man Z sin 97 = T, so erhält 
man aus (5) die kartesiöclie Gleichung 

(10) yHVx - hyy = {hx + Vyf {h^ + V^ - y^) , 



Rg. 37. 

aus der man wirklich nach einiger Bechnung die Gleichung 
in Polarkoordinaten ableitet 

(10*) Q = l ctgö + V . 

Aus beiden Gleichungsformen ist zu ersehen, daß die ganze 
Konchoide der Kappakurve (für positives und negatives V) 
aus zwei schiefen Kappakurven besteht (Fig. 37); denn (10) 
ändert sich, wenn V das Zeichen ändert und (10*) bleibt 
unverändert, wenn man durch 9 + n ersetzt. In der 
Tat muß die Ordnung der Konchoide der Kappakurve 
vom Berührungsknoten aus 8 sein. Diese Zahl ergibt sich 
aus der in Nr. 2 gegebenen Formel, wenn man bemerkt, 
daß außerordentlicher Brennpunkt der Kappakurve ist 
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((X = 4) . Die Konchoide zerfällt aber hier in zwei in bezug 
auf symmetrisch liegende Kurven gleicher Ordnung. Die 
Erzeugung der schiefen Kappakurve kann man auch da- 
hin formulieren, daß ein fester Winkel {-^OQF) sich be- 
wegt, wie bei der Kappakurve der rechte Winkel 
{^OP'P). Sein Scheitel (Q) beschreibt die Kurve. 

Die Quadratur der Kappakurve hat schon Huygens 
geleistet. Es ergibt sich für die Fläche, die begrenzt 
wird von einem Kurvenzweig, der y -Achse und einer 
Asymptote 

b 


Daher ist die Gesamtfläche zwischen der Kappakurve und 
ihren beiden Asymptoten gleich dem Inhalt des Kreises 
mit dem Eadius h . 

Zusatz. Invertiert man die Kappakurve an dem Kreis um 
mit Radius h , setzt also q * q = h* , so ergibt sich die Kurven- 
gleichung § = htg6 , welche nichts anderes darstellt, als dieselbe 
um 90° gedrehte Kappakurve. In dieser Form erscheint die Kappa- 
kurve als Spezialfall der von A. Axtbbt aufgestellten Kurvenfamüie 
der »Knotenkurven (noeuds)« mit der Gleichung q = hi^fjiS , 
fOr /A = 1 . Von diesen Knotenkurven notieren wir außerdem den 
Fall )t« = I , also die Kurve q = b tg| 6 oder q = b{l — cos^/sin^ , 
was in kartesischen Koordinaten die Gleichung gibt (x^ + y^(y — 2 h) 
-\- h^y =z , Dies ist eine gerade Strophoide, auf den Scheitel 
bezogen, wie der Leser durch Yergleichung mit Nr. 26 selbst fest- 
stellen möge. Femer kennen wir schon die Kurve q = (tg2^, 
nämlich die in Nr. 15, Zus. 3 behandelte Windmühle. 

50. Die Konstruktion der Kappakurve kann als Unter- 
fall einer allgemeineren Konstruktion aufgefaßt werden, 
die zu mehreren bemerkenswerten Kurven führt. Um 
jedoch den Gedankengang nicht zu sehr zu unterbrechen, 
betrachten wir zunächst den dritten Fall der Schleif- 
schieberbewegung, in welchem a = 6 ist. Um zu erkennen, 
was dann aus der allgemeinen Trajektorie (2) wird, be- 
stimmen wir zuerst im allgemeinen Falle die Asymptoten 
des unendlich fernen Knotens. Indem wir die Bedingung 
stellen, daß die in x quadratischen Glieder verschwinden, 
erhalten wir y = +lcoBq), was sich schon aus der Er- 
zeugung erkennen läßt. Für y = +1 cos 99 kann man nun 
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auch den Koeffizienten von x zu Null machen; als Be- 
dingung ergibt sich eben a = & . Dann bemerkt man aber, 
daß auch die Konstante verschwindet. Die Oleichong (2) 
ist sonach im Falle a = & durch y = IC0S9? identisch er- 
füllt; d. h. die Trajektorie zerfäUt und enthält die Gerade 
y ^l cos^? als Bestandteil. Man kann (2) in der Tat auf 
die Form bringen 

^ \ -2aia?sin<p — 2al« — a«Z — i8cos9?] = 0. 

Scheidet man die Gerade ab, so ergibt sich als allgemeine 
Trajektorie des symmetrischen Schlei&chiebergetriebes die 
rationale zirkuläre Kubik. 

ri2^ I ^^^ "^ ^^^ ^^ "*" ^^^^^ + 2ay2 + (a2 — p)y 

\ — 2alxwiq) — l{a^ + 2al + Z^cos^?) = . 

Wir finden den Doppelpunkt, wenn wir die Doppelpunkte 
Ton (11) aus der Form (2) bestimmen. Danach erhält man 



a?i = a tg<p + l sin 9? , 
yi = IcoBq) ; 



x^ = —leinq) , 

3/2 = — Ä — i^cos^? . 



Hiervon liegt offenbar der erste auf der abgespaltenen 
Geraden, der zweite (D) gehört der Kubik an. Die Be- 
trachtung der beiden Polkurven wirft sofort weiteres Licht 
auf diese Kubiken. Aus (3) und (4) erhalten wir, nach- 
dem wir den Faktor x^ , bzw. 17* abgetrennt, als Polkurven 
die kongruenten und gegen die gemeinsame Tangente 
symmetrischen Parabeln 

(13) x^ + 2ay + a^^0 und 17« — 2a| + a» = , 

die wir in einer beliebigen Lage gezeichnet haben (Fig. 38). 
Man erkennt nun leicht, daß der Doppelpunkt D immer 
in bezug auf die gemeinsame Tangente symmetrisch ist 
zu dem erzeugenden Punkte Q . Ist JP der Schnittpunkt 
von D Q mit der gemeinsamen Tangente, so beschreibt F , 
wenn die bewegliche Parabel auf der festen abrollt, die 
Fußpunktskurve der festen Parabel in bezug auf den Pol D . 
Da aber immer DQ = 2DF ^ so beschreibt auch Q die 
Fußpunktskurve einer Parabel, die zur festen homo- 
thetisch in bezug auf D liegt. Dies ist eine Bestätigung 
unserer früheren Bemerkungen (vgl. § 6), und wir werden 
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alle a. a. O. aufgeführten speziellen Kubiken hier wieder 
finden müssen. 

51. So hat man für den Punkt P' 9^ = 0, Z = --a, 
so daß die erzeugte Kubik die Gleichung erhält 



(U) 



y{x^ + y^)^a{x^ — y^) , 



durch welche die gerade Strophoide dargestellt wird (Nr. 26). 
Dies erkennt man auch aus der Erzeugung, da -^00 P 
ein fester rechter Winkel ist, OP' ein beweglicher Strahl, 
auf dem von seinem Schnittpunkt mit O'P aus immer 
JP' = J0' gemacht wird. In gleicher Weise erkennt man, 
wenn N' ein beliebiger Punkt auf OP' (der Direktrix der 
rollenden Parabel) ist und O'N ^ P'N' (=1') gemacht wird, 
daß N' eine schiefe Strophoide beschreibt. Die Eolle des 
festen rechten Winkels hat jetzt der feste schiefe Winkel 
ONP übernommen. ist der außerordentliche Brenn- 
punkt der Strophoide. Daß er dies für alle Kurven (12) 
ist, mag der Leser selbst bestätigen. Demnach sind die 
schiefen Strophoiden Konchoiden der geraden in hezug auf 
den Scheitel oder Konchoiden zueinander in hezug auf den 
außerordentlichen BrennpunM. Ihre Gleichung ergibt sich 
im vorliegenden Falle, da Zsin9? = r, i5cos9? = — a, als 

(15) {x^ + y^)(y-a) + 2ay^-V^y-2aVx-al{a + l) = 0. 
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Sie zeigt wiederum, da sie V linear enthält, daß die voll- 
ständige Konchoide einer Strophoide in zwei Strophoiden 
zerfällt. Nach dem Znsatz in Nr. 49 kann man die 
Gleichung einer schiefen Strophoide in Polarkoordinaten 
nun auch schreiben q = a tg^ + 1, wenn man sie auf 
den außerordentlichen Brennpunkt bezieht. 

Wir fragen ferner nach den in (12) enthaltenen sym- 
metrischen Kurven (Sluseschen Konchoiden). Für diese 
muß sin9? = , also 9? == sein. Sie werden von allen 
Punkten der Achse PP' der rollenden Parabel beschrieben 
und sind also Orthokonchoiden der geraden Strophoide. 
Insbesondere beschreibt der Scheitel die Kissoide des 
DiOKLES^^)^ j^Q anderen Punkte der roDenden Parabel 
haben schiefe Kissoiden zu Trajektorien. 



§ 12. Eine Familie von rationalen Quartiken mit unendlich 

fernem Doppelpunkt. 

52. Wir schieben hier einen Paragraphen ein, um, 
anknüpfend an die Bemerkung im Anfang der Nr. 50; 
einige Kurven zu betrachten, die sich aus einer projek- 
tiven Verallgemeinerung der zur Kappa- 
kurve führenden Konstruktion ergeben. 
Diese Konstruktion geben wir gemäß der 
Polargleichung q = itgO in der folgenden 
einfachen Form (Fig. 39). Durch irgend 
einen Punkt A des Kreises um mit 
Badius h ziehen wir ein Lot zur Polar- 
achse und durch das Lot zu OA . 
Diese beiden Lote geben einen Punkt P 
der Kappakurve. Projektivisch betrachtet 
ist nun OP zu OA harmonisch konjugiert in bezug auf 
das imaginäre Linienpaar x^ + y^ = 0. Setzen wir an 
dessen Stelle einen Kreis x^ + y^ = a^, so werden wir dem 
Punkte A die Polare in bezug auf diesen Kreis zuordnen 
müssen, die für a = wirklich in das Lot OP übergeht. 
Dann wollen wir dem ursprünglichen Kreis vom Eadius h 
noch eine Verschiebung um m in der Eichtung AP er- 

®') Schon Newton fand, indem er für die Kissoide eine kon- 
tinuierliche Erzeugung suchte, daB sie bei unserer Schleifschieber- 
bewegung durch den Mittelpunkt von PP' beschrieben werde. 




Flg. 38. 
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teflen und wir haben folgende allgemeine Konstruktion 
(Fig. 40). Gegeben zwei Kreise und K mit den Mittel- 
punkten und K (OK == m) und den Eadien a bzw. h . 
Jedem Punkte A von K ordnet man die Polare in bezug 
auf zu und zieht durch A die Parallele zu KO . Diese 
schneidet die Polare in einem Punkte P , dessen Ort eine 
gewisse Kurve ist. Die beiden Kreise haben die Glei- 
chungen 

(K) f 2 + (^ - w)2 = &2 und (0) a?« -f y« = a« . 

Die Polare von A ist asS + y'f] = o,^ > Aus dieser Glei- 
chung im Zusammenhalt mit (K) und x = S ist ^ und t] 
zu eliminieren. Man erhält dann für den Ort von P 



(1) 



(o?« + my - a2)2 + y^{x^ — 6») = . 



Dies ist demnach eine zirkuläre, in bezug auf die y-Achse 
symmetrische Quartik, die für alle Werte von a^ h^ m 

folgende Eigenschaften hat. Der 
singulare Brennpunkt fällt in den 
Mittelpunkt von OK, Der unend- 
lich ferne Punkt der y -Achse ist ein 
Doppelpunkt mit den beiden Tan- 
genten X = +y&^ — m^ . Er ist dem- 
nach eine Spitze für 6 = m ; für 
6 > m gehen die Asymptoten durcli 
die Schnittpunkte von K mit der 
a?-Achse; für fc<m ist die Kurve 
im Endlichen geschlossen. Des 
weiteren sind die beiden Schnitt- 
punkte von mit der ä? -Achse 
Doppelpunkte der Kurve. Sie ha- 
ben zu Tangenten die Linienpaare 

yl{a + a?) = 2 a/(m iffe^ — a^) und sind hiemach Knoten 
für l>a, Spitzen für 5 = a und isolierte Punkte für 
b <a. Dies hängt auch damit zusammen, daß die beiden 
Geraden x = +h die Kurve einschließen, wie schon aus 
der Erzeugung erhellt. Außerdem geht die Kurve (1) 
immer durch die Schnittpunkte von und K . 

53. Durch Spezialisierung der Konstanten a^ h, m 
ergeben sich nun mehrere besondere Kurven, die zu ver- 
schiedenen Zeiten unter verschiedenen Gesichtepunkten be- 
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trachtet wurden ^^). Es seien ziinäclist und K kon- 
zentrisch (m = 0) und & = «^2 , so ergibt sich die Kurve 
der Fig. 41, die von P. Deianges zur Trisektion eines 
Winkels benutzt und »Trisekante« genannt wurde^^). Sie 
ist gegen beide Achsen symmetrisch und hat die Gleichung 

(2) (a?2 - |&2)2 + y2(a?2 - 62) == . 

Als Polarachse nimmt man 
am besten die ^ -Achse. 
Dann nimmt die Polar- 
gleichung die Form an 

(2*) ^cosiÖ = i&. 

Ist demnach -^BOO 
ein beliebiger Winkel (o 
{00 = V) und da« Mittel- 
lot auf 00 schneidet die 
Trisekante in ^ (0 Q = e) , 
so ist, wenn wir 

^BOQ = e, ^QOO = e 

setzen, einerseits 
ecosiÖ = |& , 

andrerseits 

^cose ='^& , 

also ö = 2 fi , d. h. < eo 
ist durch OQ triseziert. 

Es ist nicht uninter- 
essant, daß das Zweieck, Fig. 41. 
dessen Ecken die beiden 

endlichen Knoten sind, eine rational durch h ausdrück- 
bare Fläche hat. Für dieses Zweieck ist nämlich 

7t 




^^ Die Zusammenfassung dieser Kurven unter die allgemeine 
Konstruktion des Textes gab der Verfasser in Stzgsb. Ak. W. 
Wien (math.) 116, Abt. IIa, 1907. 

•*) La triaegante nuova curva etc., Verona 1783. 

WiBLBiTVEB, Spezielle ebene Kurven. 6 
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Zusatz. Die Trisekante gehört zu der aUgemeineren Kurven- 
familie mit der Polargleichüng q cos^ = a. Wir begegneten 
von diesen schon dem Werte /w = 2 (Kreuzkurve, s. Nr. 15, Zus. 3) 
und dem Werte /w = 3 (Trisektrix von de LoNaoHAMPS, Nr. 30). 
A. AüBBT*^) gab dieser Kurvenfamilie den Namen »Ährenkurven« 
(^pis). Ihre Inversen haben* die Gleichungsform q = a cos/u ; 
das sind die Bosenkurven (s. Nr. 83). Im besonderen ist die In- 
verse der Trisekante die Bosenkurve 6. Ordnung Q = acosi0 
(Potenzkurve) mit der kartesischen Gleichung 

4(a;« + yy - 4a«(a5* + y^^ + a*y« = . 

Wir haben sie der Fig. 41 beigefügt, aus welcher der Leser ihre 
äußere Form entnehmen mag. Der Anfangspunkt ist ein Be- 
rührungsknoten. 

54. Wir erwähnten oben schon, daß die Kurve (1) zwei 
Spitzen erhält, wenn a = h ist. Unter solchen Kurven 
spielt die eine ausgezeichnete EoUe, bei welcher und K 
sich berühren (m = 2 a) . Diese geschlossene Kurve (Fig. 42) 
wollen wir »Zweihorn« (Kremphut; bicorne; cocked hat) 
nennen ^^). Ihre Gleichung ist 

(3) {x^ + y^ + Aay — a^) {x^ — a«) + 4 a^y^ = . 

Die Schnittpunkte 8^ , 82 mit der y -Achse (Scheitel) liegen 
in den Punkten yi = a, 3/2 = i ^ • ^^® Spitzentangenten 
sind y = a + x, sind also unter 45^ gegen die a?-Achse 
geneigt und schneiden sich im oberen Scheitel 81 der 
Kurve. Um die von den Spitzen aus nocfi an das Zwei- 
horn gehenden Tangenten zu bestimmen, setze man 
y =^ ^a + x) und bilde die Diskriminante der entstandenen 
Gleichung. Man findet A = |^ ; demnach schneiden sich 
diese beiden Tangenten in einem Punkte, der um ^a 
über 81 liegt. Der obere Zweig hat zwei symmetrisch 
liegende Wendepunkte. Um diese zu bestimmen, löst 
man (3) am besten nach y auf: 



a* — cc* 



WO das „ — ** -Zeichen dem oberen Zweig entspricht. Bildet 
man y''=0, so ergibt sich a? = +^a/5 und hieraus 

**) Die Konstruktion dieser Kurve rührt von Gh. A. Scott 
her (Interm^d. math. 3, 1896, 250); s. femer G. db LoNaoHAHPS im 
J. math. sp^c. (4) 5, 1896. 
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y = ^a. Daher schneidet die Tangente im Scheitel 82 
die Wendepunkte aus. Die Krümmungsradien der Scheitel 

erhalten wir mittels einer Diffe- 
rentialformel®®), deren Anwen- 
dung häufig von Nutzen ist. Sei 
die Tangente in einem Punkte 
einer Kurve a? -Achse, die Nor- 
male y -Achse, so ist zunächst 
für (Fig. 43) dy/dx = , also 
äsjäx = 1 . Ferner hat man 
{OG=^'R) As^^Ay{2^-Ay) 
oder 

1 =(2«- Jy).zly/Ja?« 




HS'42. 




und beim Übergang zur Grenze 



(in) 



2^ 



lim 






Hiernach findet man in unserem Falle für den Scheitel 8^ 



1 



2« 



= lim ^-I^ = lim 



x=0 



ac" 



+ Um 



a{a — Va* — x^) 



=0 2 a -- Va* — a;* »=o a;*{2a — fa« — 05«) 



= — -f Um 



a — U* — x' 



a x^ 



3 

2a ' 



also Ä = ^ a (s. Fig. 42), während man für den Scheitel 8^ 
auf dieselbe Weise 5? = a findet. Die Fläche des Zwei- 
horns ist 



•«) S. z. B. M. d'Ooagnb, Q^om. descr, »), S. 254. 



* 
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a 



= 4:f fr ^\ l/a^ -x^dx. 
J 3a« + aj« ' 



Für dieses Integral findet man etwas mühsam nach be- 
kannten Methoden f = a^ 7t{l6 — dfi) [-ß . 

55. Der Eadins a des Grundkreises kann nun aber 
auch gleich Null werden. Die zwei endlichen Doppel- 
punkte rücken dann zu einem Berührungsknoteli zu- 
sammen. Aus der Gleichung (1) wird 

(4) (a?2 + my)^ + y^{x^ - ft«) = . 

Setzt man m + Vw^ — h^ = p , w — fm^ — &^ = <2J , so* 
läßt sich (4) in die Form bringen 

(4*) 2x = y-y{y+2p) + i^y{y + 2q) . 

Diese Kurvengattung gehört demnach zu der von A. Oay- 
LEY^'') aufgestellten Familie der »Polyzoinalkurven« 
(ceintures; rd Ccbjua = der Gürtel), welche die allgemeine 
Gleichungsform haben 

(5) f{xi , a?2 , a?8) =^iWi = . 

1 

Sind im besonderen die TJi quadratische (ternäre) Formen 
und y = 3 , so ist / eine Quartik. In der Tat läßt sieb 
die Gleichung jeder Quartik auf die Form bringen 

(6) /k; + Vk« + Vk; = ««), 

wo die K< = Kegelschnittsgleichungen bedeuten. Sind 
Ka und Kg Funktionen von y allein, Kj aber gleich a?^, 
so kommen wir auf Gleichungsformen der Art (4*). Die 
Abszisse wird erhalten, indem man die Abszissen zweier 
einfacheren Kurven (im wesentlichen) addiert®^). Bei (4*) 

•') Trans. R S. Edinb. 25, 1868. 

•*) Vgl. Salmon-Fikdlbb, Höh. K, ^% S. 299 ff. 

'*) J. SoBOTKA nennt solche Kurven ebenfalls »Konchoiden« 
(in bezug auf eine Achse) und gibt Tangenten- und Krümmungs- 
mittelpunktskonstruktion aus den Grundkurven an in Stzgsb. 
böhm. Ges. Prag 1898, XXVI, 19 ff. 
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sind diese Grundkurven zwei sich in berührende Kreise 
mit den Gleichungen 

(7) x^ + y^ + 2vy^0, x^ -\- y^ + 2qy = , 

und man erhält die Kurve (4), indem man zu je zwei zur 
selben Ordinate gehörigen Abszissen das arithmetische Mittel 
nimmt. Diese Kreise und die zugehörige Konstruktion 
sind daher nur reell, wenn die 
Kurve sich im Bndlichen schließt 
(m > fc) . Hierzu gehört z. B. der 

Fall 6 = 0/2, m = —fc, der die 
Kurve gibt 




Flg. 



(8) 2a? = yy(2c-y) + yy(4c-y), 

die von G. Gramer '^^) angeführt wird 
(Fig. 44; AP = PJ5, J.P' = P'SO- 
Die beiden Grundkreise sind ima- 
ginär, wenn die Kurve reelle Asym- 
ptoten hat (m < 6) . Dazu gehört der FaU m = ; das 
ist die Kappakurve, von der wir ausgingen. Ihre Glei- 
chung ist in der zur Diskussion stehenden Form 

(9) 



2x = f^y{y + 2hi) + ^-y{y - 2hi) . 

Für m = 6 wird p = q = m, so daß die Grundkreise zu- 
sammenfallen. Das Erzeugnis stimmt dann mit dem Grund- 
kreise überein. 

Zusatz. Wir verzichten darauf, die in diesem Paragraphen 
behandelte Konstruktion noch weiter zu verallgemeinem, obgleich 
sich Kurven der verschiedensten Gestalt ergäben, wenn wir etwa 
die Parallelen nicht zur Zentrale der beiden Kreise zögen, sondern 
in einer anderen Bichtung. Nur dem allgemeinen Charakter der 
durch unsere Konstruktion bedingten Transformation des Kreises K 
wollen wir einige Worte widmen. Wir geben daher folgende 
Fassung, die zur behandelten projektiv ist. Gegeben zwei Kegel- 
schnitte und K und ein fester Punkt Z. Zu jedem Punkte Ä 
von K bestimmen wir die Polare in bezug auf und bringen 
diese mit ÄZ zum Schnitte in P. Die Polare umhüllt einen ge- 
wissen Kegelschnitt E , der polarreziprok ist zu K in bezug auf . 
Dem Tangentensystem von E wird das Strahlbüschel (Z) zugeordnet 
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^^) Introduction ä VancUyse des lignes courbes alg,, Genf 1750, 
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und zwar so, daß jedem Strahle dieses Büschels 2 Tangenten von E, 
jeder Tangente von E aber nur ein Strahl des Büschels entspricht. 
Es liegt also eine (1, 2)-Korrespondenz zwischen einem Strahlbüschel 
erster und einem zweiter Ordnung vor. Indem man die Koinzidenz- 
punkte auf einer beliebigen Geraden sucht, findet man mittels des 
Ohaslesschen Korrespondenzprinzipes ^^), daß die Ordnung des Er- 
zeugnisses 4 sein muß. Da die Punkte der erzeugten Kurve aber 
eindeutig den Tangenten des Kegelschnittes E zugeordnet sind, 
muß die erzeugte Quartik nach dem Biemannschen Satze ^^ wie 
der Kegelschnitt rational sein, also drei Doppelpunkte haben. Diese 
sind die Punkte Z und die zwei Berührungspunkte der beiden 
Tangenten von Z an . 

§ 13. Konchoiden des Kreises. 

56. Das Getriebe, das wir zu Anfang des § 11 Schleif- 
schieber nannten, heißt »Schleifkurbel«, wenn an Stelle 

der festen Geraden f der Ebene A 
ein fester Kreis K tritt, auf dem der 
feste Punkt P der Ebene A' mittels 
einer Kurbel JTP herumgeführt wird 
(Fig. 45), während die Gerade Q durch 
O »schleift«. Die Trajektorien der 
Flg. 46. Punkte von A^ sind bei dieser Be- 

wegung Kurven 6. Ordg., die wir all- 
gemein nicht näher betrachten wollen. Besonders inter- 
essiert uns auch hier der Fall, daß P auf Q liegt {Pl^' = 0), 
daß also etwa der Punkt Pj auf K geführt wird, während 
G immer durch geht. Die Bahnkurven der Punkte 
von A' sind dann »Konchoiden des Kreises K« in bezug 
auf den Pol 0; im besonderen beschreiben alle Punkte 
von Q selbst »gewöhnliche« Konchoiden des Kreises. Auch 
diese Kurven sind 6. Ordg. und bieten in ihrer Allgemein- 
heit ebenfalls kein hervorragendes geometrisches Interesse '^^). 
Aber es kann hier der wichtige Spezialfall eintreten, daß 
O auf dem Kreise K liegt. Dann sind die allgemeinen 
Bahnkurven schiefe Konchoiden des Kreises für einen 
Punkt des Kreises als Pol. Diese Kurven verdienen eine 
eingehendere Würdigung. Ihre Definition ist rein geo- 

^1) Alg, K, % 15. ") Alg. K. § 20. 

^^ Der zugehörige Mechanismus findet jedoch in der Technik 
öfter, z. B. bei Hobelmaschinen Verwendung. Vgl. F. Ebneb, Xetf- 
fadtn der technisch wichtigen Kurven, Leipzig (Teubner) 1906. 
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metrisch diese: Auf einem Kreise K liegt ein Punkt 0. 
An jeden Eadiusvektor OP wird unter konstantem Winkel cp 
eine konstante Strecke PQ = l angetragen (Fig. 46). Punkt Q 
beschreibt die schiefe Konchoide. 
Bringt man nun aber die Ge- 
rade PQ zum zweitenmal mit 
dem Kreise in 0' zum Schnitt, 
so bemerkt man, daß 0' für jede 
Lage des Eadiusvektors OP 
ebenfalls ein fester Punkt auf 
K ist. Denn der 

O 

ist mit (p konstant. Jede schiefe pig. 46. 

Konchoide eines Kreises in hezug 

auf einen PunTct des Kreises als Pol ist also eine gewöhnliche 
Konchoide desselben Kreises in hezug auf einen andern Punkt 
des Umfangs. Da es uns nur auf die Eigenschaften der er- 
zeugten Kurven, nicht auf ihre Lage ankommt, brauchen 
wir demnach nur gewöhnliche Konchoiden des Kreises zu 
betrachten. 

57. Nimmt man dann OK (= r) als Polarachse, so 
ist die Gleichung des Ortes von Q 

(1) Q = 2rco&0 + 1, 

wobei wir bemerken, daß die Substitution von 9 + n 
statt 6 das negative von (2rcosö — Z) ergibt, so daß hier 
die ganze Konchoide, wie bei der des Nikodemes wieder 
nur aus einer Kurve besteht. In der Tat enthält die 
kartesische Gleichung 

(1*) {x^ + y^-2r x)^ = ^2(^.2 ^ ^^2) 

die Konstante l nur im Quadrat. 

Bevor wir in eine nähere Betrachtung der Kurve (1) 
eintreten, wollen wir aber erst die Polkurven bestimmen 
und die Konstruktion des Krümmungszentrums angeben. 
Das Momentanzentrum M erhält man, indem man (Fig. 47) 
in das Lot auf Q , in P das Lot auf K zieht; also ist 
M der Gegenpunkt von P auf K . Daher ist die feste 
Polkurve der Grundkreis K selbst mit dem Eadius r , die 
rollende aber der Kreis um P mit dem Eadius 2r. Die 
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Kurven (1), die nach ihrem Entdecker Stephan PASCAii, 
dem Vater von Blaise Pascal, »Pascal sehe Schnecken« 
(limagon) genannt werden, können also erzengt werden, 

indem man einen Kreis auf 
y^ ^^^^/lJs^ einem andern vom halben 
/ GL^^^^^ Eadins so abrollen läßt, 

/ G^'-'^^^^^/x ^^ ®^ diesen immer ein- 

\ / ^^..^''"^'^ /x \ schließt. Daher gehören sie 

^S^Y^^^- ^i^ 1 zn der großen und wich- 

\Vl\ 'f /j/^ j tigen Familie der »Zyklo- 

\\ .y^ I idalen«, mit der wir uns 

\y^ / weiterhin (§ 24) eingehen- 

iv\^ y^ der beschäitigen werden. 

x::;-^^ ^^ Die Spezialisierung der 

^'"^^-^..^.^^^ Konstruktion des Krüm- 

Fig. 47. mungszentrums von iNr. 3 

für einen Punkt Q ergibt fol- 
gendes einfache Verfahren. Das Krummungszentrum C liegt 
jedenfalls iiuf der Normale MQ . Man fälle also MB 1.MQ 
{B auf OQ), dann schneidet BK die iNormale im Krüm- 
mungsmittelpiinkte G . Für die Scheitel (ö = 0) versagt 
auch hier die Konstruktion. Man erhält aber für diese, 
am besten aus (1), den Wert für den Krümmungsradius 
Ä = (2 r + Q2/(4 a + Q , wonach das Kjümmungszentrum 
leicht zu konstruieren ist. 

58, Um uns nun über den Verlauf der Pascal sehen 
Schnecken zu orientieren, bringen wir Gleichung (1*) in 
die Form 

(It) (a?2 + y2)2 _ 4ra?(a?2 + y») — [{V - 4r2)a?» + l^y^] = . 

Der Anfangspunkt ist hiernach ein Knoten für 2 < 2 r , 
Spitze für Z = 2 r , isolierter Punkt für l> 2r . Für die 
zykloidale Erzeugung liegt daher der mit dem rollenden 
Kreise fest verbundene Punkt Q entweder innerhalb (Knoten), 
auf (Spitze) oder außerhalb- des Kreises (isolierter Punkt). 
Die Formen mit Knoten und isoliertem Punkt sind in den 
Fig. 48 und 49 dargestellt. Im Falle der Spitze hat die 
Kurve wegen ihrer Gestalt den iNamen »Kardioide« (^ xagdia, 
das Herz) erhalten (vgl. Fig. 63). Daß die Kreispunkte 
Doppelpunkte sind, sieht man aus (1+) ohne weiteres. Um 
die Tangenten zu bestimmen, setze man y ^ix + d und 
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stelle die Bedingung, daß auch die in x quadratischen 
Glieder verschwinden; man erhält {d + rty = . Daher sind 
die Kreispunkte Spitzen mit den Tangenten y — ±i(a? — r) . 
Der Mittelpunkt K des Grundkreises ist ihr Schnittpunkt 
und demnach singulärer Brennpunkt der Kurve. 

Die Pascalschen Schnecken sind also nach den Plücker- 
schen Formeln ^*) von der 4. Klasse (die Kardioide von der 
dritten) und haben zwei Wendepunkte (die Kardioide 
keinen) und eine Doppeltangente. Wir suchen die letztere, 
indem wir die Bedingung stellen, daß Gleichung (1^) ein 
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Quadrat wird, wenn man ^^ als Unbekannte betrachtet. So 
ergibt sich x = — Z*/8r als Gleichung der (natürlich immer 
reellen) Doppeltangente. Für die Berührungspunkte er- 
hält man y = +lYl6r^ — p/Sr. Diese sind demnach für 
? < 4 r immer reell und getrennt und fallen für Z =- 4 r in 
einen Flachpunkt zusammen ; für 7 > 4 r ist die Doppel- 
tangente isoliert. Die Wendepunkte bestimmt man am 
besten mittels der Polargleichung (1) und der bekannten Be- 
dingung q^ + 2q'^ — qq'' = 0. Diese Bedingung ergibt cos 
« - (Z2 + 8 r«)/6 r l und man erhält daraus q = (21^- 8r2)/3 1 . 
8ollensiereellsein,somuß?«+8r«r^6fZoder(Z— 4r)(?-2r)<0 
sein. Das gibt 2 r 53 ? ^ 4 r ; d. h. sie sind nur reell im 
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Falle des isolierten Doppelpunktes. Für Z = 2 r werden 
sie von der Spitze der Kardioide absorbiert, für 1 = Ar 
vereinigen sie sich im Flachpunkte. 

Für die Gesamtfläche der Pascalschen Schnecke in 
dem in Nr. 8 erläuterten Sinne ergibt sich 

n 

(2) / = /(2 ^ cosö + t)^ de = (2 r» + P) n . 



Im Falle des Knotens ist hierbei die innere Schleife doppelt 
gezählt. Für die Kardioide im besonderen ist f ^Qr^n. 

Zusatz. Bestimmt man^ wie in Nr. 42 für die Eonchoide der 
Geraden; auch hier den Ort der Wendepunkte bei festem Kreis 
und Pol, aber variablem l, so ergibt sich die Kurve 

(»« + yf + 2rar(a;2 + y*) + Br^y^ = 0. 

Ihre Gestalt ist bimförmig.* Sie besitzt im Pole eine Spitze, zwei 
reelle Wendepunkte, und schneidet die aü- Achse in dem Punkte 
05 = — 4r. Die Kreispunkte sind Doppelpunkte. Daher ist sie 
Fußpunktskurve eines Kegelschnittes und zwar einer Hyperbel in 
bezug auf den Scheitel. Wir können also ihre Konstruktion nach 
• Nr. 4 dem Leser überlassen. 

59, Die Pascalschen Schnecken müssen nach den all- 
gemeinen Ausführungen von Nr. 4 gleichfalls Fußpunkts- 
kurven von Kegelschnitten in bezug auf ihren Doppel- 
punkt sein. Man erhält in der Tat, wenn ä , )5 die Ko- 
ordinaten des Mittelpunktes des gesuchten Kegelschnittes 
in bezug auf den Doppelpunkt der Schnecke sind und a , h 
die Halbachsen dieses Kegelschnittes: 

Ä = 2r; ß^O I a = ?; 1 = 1. 

Demnach sind die Pascalschen SchnecTcen die Fußpunhts- 
Icurpen der Kreise, Damit haben wir alle Spezialisierungen, 
die wir in Nr. 9 andeuteten, erschöpft. Der Kreis berührt 
die Schnecke in den beiden Punkten x = 2r + 1, wo diese 
vertikale Tangenten hat. Im Falle des Knotens liegt der 
Pol außerhalb des Kreises, im Falle des isolierten Punktes 
im Kreise, wie die Fig. 48 und 49 zeigen; die Kardioide 
ist Fußpunktskurve des Kreises in \)ezvLg auf einen Punkt 
der Peripherie. Die Form mit Flachpunkt entsteht, wenn 
der Pol in der Mitte zwischen Zentrum und Peripherie liegt. 
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Die Gleichung der Inversen einer PascalsChen Schnecke 
in bezng auf den. Doppelpunkt ist 

(3) Q= ^ 



^ l + (2r/Z)cosa> * 

Das ist die Gleichung eines Kegelschnittes in bezug auf 
den Brennpunkt; p ist der Parameter, 2 r/Z die numerische 
Exzentrizität. Wir bestätigen hieraus, was an sich klar ist: 
der Form mit Knoten entspricht eine Hyperbel, der mit 
isoliertem Punkt eine Ellipse, der Kardioide eine Parabel. 
Nach der Nr. 5 muß der eben besprochene Kegel- 
schnitt zu demjenigen, dessen Fußpunktskurve die Schnecke 
ist, polarreziprok in bezug auf den Inversionskreis sein. In 
der Tat ist die Polarreziproke jedes Kegelschnittes U in 
bezug auf irgend einen Kegelschnitt V um den Brenn- 
punkt von U als Mittelpunkt ein Kreis, was wir dem 
Leser zu beweisen überlassen {Älg. K. S. 159). 

Zusätze. 1. Ist K ein Kreis; ein fester Punkt, so ist die Ein- 
hüllende aller Kreise über den Eadienvektoren von K in bezug 
auf als Durchmessern eine Pascalsche Schnecke. 

2« Der Ort des Scheitels eines konstanten Winkels, dessen 
Schenkel immer zwei Kreise berühren (die »isoptische Linie« zweier 
Kreise); ist aus mehreren Pascalschen Schnecken zusammengesetzt. 
(Zum Beweise kann man die Polkurven der dadurch definierten 
Bewegung bestimmen.) 

§ 14. Die Cartesischen Ovale. 

60. Wir leiten nun, indem wir uns die nähere Be- 
trachtung der Kardioide vorbehalten, auis den Pascalschen 
Schnecken eine allgemeinere, wichtige Kurvenfamilie ab, 
nach demselben Verfahren, durch das wir von den Booth- 
schen Lemniskaten zu den spirischen Linien des Perseus 
gelangten (§5): wir suchen nämlich die Kurven gleicher 
Potenz n in bezug auf eine Pascalsche Schnecke von der 
Gleichung (1*) des vorigen Paragraphen. Diese sind ge- 
geben durch • 

(1) {x^ + y^ - 2rxy - P{x^ + y2) _ n== . 

Nach unseren früheren Darlegungen (Ni. 7) muß Gleichung (1) 
für jedes 11 eine Quartik darstellen, die mit der zugrunde 
liegenden Pascalschen Schnecke die Spitzen in den Kreis- 
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punkten gemein hat, so daß auch die Spitzentangenten über- 
einstimmen. Alle Kurven des Systems (1) (bei variablem U) 
haben daher den Mittelpunkt K des Grundkreises der ur- 
sprünglichen Pascalschen Schnecke als gemeinschaftlichen 
singulären Brennpunkt. Die Kurven heißen »Gartesische 
Ovale«, da sie schon von Descartbs in seiner 06om6trie 
(Leyden 1617) aufgestellt wurden. Dies sind demnach 
Quartiken vom Geschlechte 1 mit Spitzen in den imaginären 
Kreispunkten, also von der Klasse 6, symmetrisch in be- 
zug auf eine Achse. Es ist aber möglich, daß in dem 
System (1) noch weitere Individuen sind, die außerdem 
noch einen Doppelpunkt besitzen (Pascalsche Schnecken). 
Diese werden auch für die gestaltliche Untersuchung des 
Systems von Wichtigkeit sein. Um sie zu finden, setzen 
wir X = x + 9c und bestimmen x und 11 so, daß in der 
Gleichung die in x linearen und die konstanten Glieder 
verschwinden; denn der Doppelpunkt liegt jedenfalls auf 
der iT-Achse. Auf diese Weise erhält man die beiden 
Gleichungen 

(2) x[2{x-r){x-2r)-l^] = 0, 

(3) x^[{x-2ry-P] = n. 

Folglich enthält das System (1) drei Pascalsche Schnecken, 
die ursprüngliche (x = , 11=0) und noch zwei andere, 
deren x man aus (2) bekommt, während (3) den ent- 
sprechenden Wert von 11 liefert. Ohne die Werte der x 
zu berechnen, können wir sagen x^ = , Xg < r , Xj > 2 r . 
Für «1=0 erhält, wie wir wissen, die Pascalsche Schnecke 
einen Knoten, aber für Xg ^^^ ^s entstehen isolierte Punkte, 
da die Koeffizienten von x^ und y^ gleiche Zeichen er- 
halten. Sucht man ferner die zwei weiteren Schnittpunkte 
der betreffenden Pascalschen Schnecke mit der a?-Achse, 
sa ergibt sich die Gleichung 

(4) x^ + 4.x{x - r) + ^x - r)2 + 2x{x — 2r) -P = . 

Deren Diskriminante ist A ^ ^P — 8 x{x — 2 r) oder mit 
Berücksichtigung von (2) A ^ 8 r(2 r — x) , also ^x^) > , 
aber A{x^) < . Die dem Werte X2 entsprechende Pascal- 
sche Schnecke ist also eine- gewöhnliche mit isoliertem 
Punkte, die dem Werte Xg entsprechende aber hat außer 
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dem isolierten Punkte keinen reellen Zug; l ergibt sich in 
diesem Falle rein imaginär '5). 

61. Die Zeichnung (Fig. 50) desSystems(l) bestätigt diese 
Entwicklungen. Wir erhalten damit zugleich Aufschluß über 
die Gestalt eines Cartesischen Ovals. Für Werte von i7> , 
die absolut genommen sehr klein sind, ergibt sich eine Form 
mit zwei Zügen, die ineinander liegen (Eing- oder Gürtel- 
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kurve) und sich an die beiden vom Knoten Dj der ursprüng- 
lichen Pascalschen Schnecke ausgehenden geschlossenen Züge 
eng anschließen (in der Figur gestrichelt). Der äußere ist 
ein Umfolium (er konnte wegen zu großer Annäherung nur 

'^) £. EoKHABDT hat die Pascalschen Schnecken benutzt, um 
die Bealitätsbedingungen für die Wurzeln der Gleichungen 4. Grades 
analytisch-geometrisch abzuleiten (Arch. Math. (3) 11, 1907, 52 — 59, 
332 — 339). Die Pascalsche Schnecke f&r x^ entspricht dort dem Falle 
von 4 imaginären Wurzeln. 
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angedeutet werden); der innere ein Oval. Letzteres zieht 
sich allmählich auf einen Punkt Dg zusammen, den Doppel- 
punkt der Pascalschen Schnecke für Xg . Der äußere Zweig 
geht durch eine Form mit Flachpunkt ebenfalls in ein 
reines Oval über. Für Werte von 77 < entsteht zunächst 
ein Unifohum mit sehr tiefer Einbuchtung, das allmähhch 
durch eine Form mit Flachpunkt in ein Oval übergeht. 
Dieses zieht sich schließhch auf einen Punkt Dg zusammen, 
der die Pascalsche Schnecke für x^ darstellt. Für noch 
kleinere Werte als n{x^) ist das Cartesische Oval völlig 
imaginär. 

Es entsteht nun die Frage, ob das in Fig. 50 ge- 
zeichnete System wirkhch alle Formen der Cartesischen 
Ovale im Wesen enthält. Wir bemerken zunächst, daß 
die drei möghcheji Typen von Pascalschen Schnecken in 
dem System vorkommen. Ihre Grundkreise haben alle 
den gemeinsamen Mittelpunkt K und bzw. die Eadien 
KDi, KD2, Ä^Dg . Wenn wir also von einer der beiden 
anderen Pascalschen Schnecken ausgehen und deren Kurven 
gleicher Potenz suchen, erhalten wir dasselbe System. Es 
bleibt dann nur noch die Kardioide {l = 2r) als Grund- 
kurve. In diesem Falle hat (2) die Wurzeln x^ = p^g = , 
Xg = 3 r . Das System enthält also dann keine Eingkurven, 
die anderen Typen sind aber vertreten; neue kommen nicht 
vor. Also können wir durch Fig. 50 aUe Formen der 
Cartesischen Ovale im Wesen als gegeben betrachten. 

62. Wir stellen jetzt die Frage nach den gewöhn- 
lichen Brennpunkten eines Cartesischen Ovals von der 
Gleichung (1). Deren müssen es neun sein; denn von 
jedem Kreispunkt gehen noch drei Tangenten an die 
Kurve. Diese bestimmen wir, indem wir x^iy -{■ /üi in 
(1) setzen und die Diskriminante der entstehenden qua- 
dratischen Gleichung für y gleich Null setzen. Wir er- 
halten die in der Tat für jui kubische Bedingung 

(5) <2> = 4/iV - r)rP + fjiH^ + ^{jll - rfU^ . 
Von den 9 Schnittpunkten der drei Geradenpaare 

(ß = ±.iy + fH (» = 1,2, 3) 

interessieren uns besonders die drei auf der Symmetrie- 
achse hegenden, welche die Koordinaten haben x^fx^j 
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jii^, jui^ . Diese sind entweder alle drei reell, oder es ist 
nur einer reell und die beiden anderen konjugiert ima- 
ginär. Im letzteren FaUe werden zwei von den sechs 
übrigen, die zur i»-Achse symmetrisch liegen, reeU. Die 
direkte Untersuchung, bei welchen Formen die drei reellen 
Brennpunkte auf der Symmetrieachse auftreten, aus 
Gleichung (5) in Verbindung mit (1) würde sehr umständ- 
lich werden. Es wird sich aber unten ergeben (Nr. 64), 
daß bei Annahme dreier reeller Brennpunkte auf der 
a?-Achse sich Eingkurven ergeben. Daraus läßt sich un- 
schwer der Schluß ziehen, daß nur solche in der Tat mit 
dieser Eigenschaft begabt sind. Denn gehen wir von dem 
Werte /7(>0) einer solchen Form zu dem Werte 11=0 
über, der der ursprünglichen Pascal sehen Schnecke ent- 
spricht, so sehen wir aus (5), daß dann zwei der ^ gleich 
Null werden, d. h. zwei Brennpunkte in den Doppel- 
punkt Dl fallen (bei der Kardioide rückt auch der dritte 
in die Spitze), die dann, wenn wir 11 stetig variieren, 
also < nehmen, notwendig imaginär werden. In Dg 
rücken sie wiederum zusammen; da aber weiterhin die 
ganze Kurve imaginär ist, haben sie, auch wenn sie etwa 
wieder reeU sind, keine Bedeutung mehr. Ein drittes 
Zusammenfallen (in Dg) tritt ein, wenn man 77 von bis 
II{x2) wachsen läßt; infolgedessen sind sie für i7>/7(x2) 
wieder imaginär. 

Setzt man in (5) für /x verschiedene Werte ein, so 
ergibt sich z.B. <?>(— oo) negativ, 0{O) = Ar^n, 0{r) 
positiv, 0{+(x>) positiv. Daher liegt für 77 < der reelle 
Brennpunkt zwischen D^ und K; für 77 > links von D^ . 
Die beiden anderen reellen liegen im letzteren Falle immer, 
wie wir sehen werden, innerhalb des Ovals. 

63. Auch das Cartesische Oval hat nach den Plücker- 
schen Formeln nur eine Doppeltangente. Wir erhalten für 
sie, indem wir das in Nr. 58 bei der Pascalschen Schnecke 
angewendete Verfahren benutzen, a? = — (4 77 -f Z*)/8 r l^ . 
Der Ausdruck für die Ordinaten der Berührungspunkte 
ist etwas umfangreich; es ist aber nicht ohne Interesse, 
die Entfernung dieser Berührungspunkte von dem singulären 
Brennpunkt K zu berechnen. Nennen wir diese r, so 
erhält man r^ = r^ + ^P . Die Berührungspunkte der 
Doppeltangenten aUer Kurven des Systems (1) liegen daher 
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auf dem Kreise um K mit dem Eadius r. Bezeichnen 
wir diesen Ereis mit K , die Boppeltangente mit T , und 
sei wie immer « == die unendlich ferne Gerade, so muß 
sich Gleichung (1) in die Form setzen lassen 

(4) K«-^T«8 = 0, 

aus der ersichtlich ist, daß einerseits T Boppeltangente 
mit den Berührungspunkten auf K ist, andererseits K 
durch die Spitzen in der Eichtung ihrer Tangenten geht, 
so daß diese sich also im Mittelpunkte von K schneiden. 
Durch Koeffizientenvergleichung findet man A und die 
Kurvengleichung erhält die Form 

(4*) {x^ -^ y^ -2rx - \PY - {(SrPx -\- 4.n -\-¥) = . 

Schreibt man die linke Seite der Gleichung (4) in der 
Gestalt K^ — ATz'Z^j so erkennt man sie als die Dis- 
kriminante der in einer beliebigen Variablen X quadratischen 
Gleichung 

(5) AMT« + 2KA + ä2 = o. 

Gleichung (5) stellt aber ein System von Kreisen dar, 
deren Mittelpunkte auf der ay-Achse laufen. Die Kurve (4) 
ist ihre Einhüllende ; jeder Kreis berührt die Kurve doppelt. 
Bestimmt man in dem System (5) die zerfallenden Kreise 
(vom Eadius iNull), so ergeben sich, wie der Leser be- 
stätigen möge, genau unsere oben gefandenen drei Brenn- 
punkte auf der rr-Achse wieder. Die linken Seiten ihrer 
Gleichungen, die die Form {x — jUi)^ + y^ haben, bezeichnen 
wir mit Fj , F2 , F3 , die zugehörigen Werte von X seien 
^1 > ^ > ^ • Gleichung (4) ist nun aber dadurch aus- 
gezeichnet, daß man statt der beiden speziellen (aus- 
gearteten) Kreise Tz und z^ des Systems (5), die den 
Werten A = 00 und X = entsprechen, irgend zwei Kreise, 
auch die Nullkreise für Aj und X2 zugrunde legen darf, 
ohne daß sie ihre Form ändert. Denn die Gleichung 

^ ^ \ -{XIÄT z + 2KXi + z^)(}ii AT z + 2 KX^ + z^) = 

ist mit (4) identisch und hat die Form 
(7) Kg-F^F^^O, 
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WO Ko ein anderer, dem System (5) ebensowenig wie K 
angehörender Kreis ist. Das System (5) kann dann auch 
ersetzt werden durch 

(8) A2Fi + 2AKo + F2 = 0. 
Setzen wir nun 

(9) r2Fi + 2rKa+F2 = *F3 

und substituieren aus (7) den Wert von Kq == /fTF^ , so 
läßt sich (9) zunächst schreiben 

woraus die Eelation entsteht 

(10) o^Y^^ + o^iV^ + o^yv^^^o, 

die von allen Punkten der Kurve (4) erfüllt wird. ,'Njm 
können wir aber die F< wegen der Koeffizienten a< in 
der oben angegebenen ÜN'ormalform geschrieben denken. 

Dann stellt ^Fi den Abstand eines Kurvenpunktes vom 
Brennpunkte Fi dar und wir haben den bemerkens- 
werten Satz: 

JEin Icartesisches Oval ist der Ort aller PunJcte, deren 
Abstände von drei festen, in gerader Linie liegenden Punkten 
eine lineare, homogene Relation befriedigen'^^). 

64« Diese lineare Eelation kann auch, indem man 
nur von zwei Brennpunkten F^, F^ ausgeht, in nicht 
homogener Form geschrieben werden. Als dritten Kreis 
nehmen wir dann nicht F3 , sondern den ausgearteten z^ , 
der dem Werte A = in (5) entspricht. Heißen wir dann 
die beiden Entfernungen eines Kurvenpunktes von ^1 
und ^2 ^zw. Q^ und ^2 > so wird aus (10) 

(10*) q^i + ?2 ^2 = *^ oder ro^-^- q^ = 1 , 

und eine ähnliche Eelation kann für die Paare. F^ , F^ 
und F^ , F^ aufgestellt werden. IsTehmen wir F^ als An- 

'^ Liegen die drei festen Punkte nicht in einer Geraden, so 
ist der Ort der Punkte eine allgemeine foizirkulare Quartik. Bei 
einer solchen sind f&r T z und z^ zwei beliebige Kreise zu setzen. 
Der Ort der Mittelpunkte ist dann ein Kegelschnitt und das 
System (5) gehört einem Bündel mit gemeinschaftlichem Ortho- 
gonalkreis an. Vgl. Salmon-Fibdlsb, Höhere Kv/rven^\ S. 318 ff. 

WisLEiTMEB, Spezielle ebene Kurven. 7 
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fangspunkt und setzen F^F^^a , so ergibt sich als Gleichung 
in kartesischen Koordinaten 



(11) T ya?2 + y2 -j- ya?2 + y2 _ 2 a a? + «2 =3 Z 
oder in Polarkootdinaten 

(12) (t2 - 1)^2 + 2^(acosö -lr) + P-a^=^Q. 

Die Diskriminante dieser letzteren Gleichung ist 
Hi'^P + a^r^ — 2alx cosö — a* sin*ö , und man erhält 

(13) q{x^ - 1) = ?t - acosö ± yÄ . 

Um die Art der Kurve zu erkennen und die Lage der 
Brennpunkte in bezug auf die Zweige festzustellen, müssen 
wir ö = und = n setzen. In jedem Falle wird A ein 
Quadrat und es ergeben sich, wenn man Ija^^x' setzt, 
folgende vier Werte 



(14) 



^^ == a 



^»^ = a 



T —1 ' 

r'+l 



vll 



JV _ 



a 



Q^^ = a« 



T^+1 
^ +1 ' 
— 1 



wobei die beiden letzteren nach anderer Eichtung gezählt 

sind als die beiden ersteren. Zählen wir auch diese nach 

•derselben Eichtung, so erhalten wir folgende Kombinationen : 





I 


n 


m 


IV 


T > 1 , t' > 1 


+ 


+ 






T < 1 , t' > 1 




+ 


+ 


— 


T>1, t'<1 




+ 




+ 


T < 1 , t' < 1 


+ 


+ 


+ 


+ 



Im Zusammenhalt mit der Schlußbemerkung in ISi. 62 
lassen sich hieraus folgende Schlüsse ziehen. Erstens 
sind bei Annahme reeller Brennpunkte (a reell) alle vier 
Werte von q reell, die Kurve ist also eine Eingkurve; 
zweitens befindet sich ein Brennpunkt immer entweder 
im inneren Oval oder außerhalb beider Ovale. IS'ach Nr. 62 
hat einer der Brennpunkte sicher die letztere Lage. Sei 
dies der Anfangspunkt und sei t' > t (t < 1 , t' < 1) , so 
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sind Q^ und ^^^ < a , ^" und q^^> a ; ist aber t' < t , 
so sind q"^ und q^^ < a , q^ und q^^> a. D, h. der 
zweite Brennpunkt, und damit auch der dritte, liegen im 
inneren Oval. Denn es könnten eventuell nur alle drei 
außen liegen. 

Auf einige Ausartungen ist noch hinzuweisen. Glei- 
chung (10*) bzw. (12) zeigt, daß für t = +1 eine Ellipse, 
für T = — 1 eine Hyperbel entsteht. In beiden Fällen 
trennt sich die unendlich ferne Gerade doppelt zählend 
ab. Es fallen ferner zwei der vier Werte von q zusammen, 
wenn t'==+1 {l = +a) wird. Da diese beiden Werte 
gleich "Nxül werden, fällt der entstandene Doppelpunkt in 
den ersten Brennpunkt, der zugleich mit dem dritten 
identisch werden muß. Wir haben eine Pascalsche Schnecke. 
Dasselbe tritt ein, wenn r' = +t {l = +a t) ; dann fällt der 
Doppelpunkt in den zweiten Brennpunkt, der sich mit 
dem dritten vereinigt. 

65, IS'ach Gleichung (10*) gehören die Cartesischen 
Ovale zu den Kurven, die dadurch definiert sind, daß 
eine Funktion U^g^Qi + g^Qi ^^^ Abstände von einer 
Anzahl von Punkten konstant sein soll. Gleichzeitig gibt 
diese Definition ein leichtes Mittel an die Hand, die 
Kurven, allerdings nur die ringförmigen Formen, zu zeichnen. 
Wir können ferner die in IS'r. 23 auseinandergesetzte 
Methode der iNormalenkonstruktion anwenden. Sei P 
ein Punkt der Kurve, so trage man auf F^P und F2P 
Strecken auf, die zu q bzw. ^2 (^^ch dem Sinne nach) 
proportional sind; dann ist die Diagonale des aus diesen 
Strecken zu konstruierenden Parallelogramms IS'ormale der 
Kurve in P. 

Vermöge dieser IsTormaleneigenschaft spielen die Carte- 
sischen Ovale in der geometrischen Optik eine wichtige 
EoUe. Um diese darzulegen, ist es aber nötig, vorher 
einen allgemeineren Satz über »Brennlinien (Kaustiken)« 
aufzustellen. Wenn ein beliebiges Strahlensystem an einer 
Kurve reflektiert oder gebrochen wird, so hat das reflek- 
tierte bzw. gebrochene System eine gewisse Kurve zur 
Einhüllenden, die man Katakaustik nennt bei Eeflexion, 
Diakaustik bei Brechung. Wir beschränken uns auf den 
Fall, daß das ursprüngliche Strahlensystem von einem 
Punkte 0, dem Anfangspunkte, ausgeht. Die brechende 

7* 
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Kurve sei /(a? , y) = {dyjdx = p) . Das Brechungsgesetz 
laute (Fig. 51) sinco«: sina>a = Jfc ; die laufenden Koordinaten 
seien f , ^ . Dann ist die Gleichung des einfallenden 

Strahles rjf^ = ylx, die des gebrochenen 
sei t) — y == 9c{S — x) . Da ferner 

x+py 




sina>^ = 



l+px 



so ist die Bedingung des Brechungsgesetzes gegeben durch 

x+py 7, iH-i?« 

Setzt man hier den Wert von x = {tj — y)l{S — x) ein, so 
erhält man 

y(i - a,)2 + (^ zr^2 ^ fcya?2 + y2 

(f — a?) + p(^--y) («+J>y) 

Diese Gleichung stellt die beiden Geraden dar, die durch 
den Punkt P{x, y) gehen und mit dem Einfallslot den 
Winkel co« bilden. Gleichung (15) kann aber durch folgende 
beiden ersetzt werden 

(16) ( ^^ ~ ^^' "^ ^"^ ~ ^^' ^ ^'' ^^' "^ ^'^ 

\ (f — a?) + p(?y — y) = Ä;-2(a; + p y) . 

Davon stellt die erste einen Kreis vor, der um P mit 

dem Eadius lc~^*OP beschrieben ist, die zweite ist aus 
der ersten durch Differentiation entstanden. Der Punkt (f , iy), 
der durch (16) bestimmt wird und auch auf (15) liegt, 
ist demnach der Berührungspunkt des Kreises vom 

Eadius lc~^»OP um P mit seiner Einhüllenden. Der 
austretende Strahl steht also auf dieser Einhüllenden, die 
man »sekundäre Kaustik« nennt, senkrecht. Man kann 
daher sagen: Die Kaustik einer Kurve in hezug auf einen 
Punkt ist die Evolute der sekundären Kaustik'^'^. 

'') Gbbgonne, Ann. Math. 15, 1824/25. — Qubtblbt, Mem. Ac. 
Belg. 5, 1829. — Obige Deduktion ist nichts anderes als eine 
analytische Ableitung des Huygens sehen Prinzips aus dem 
Brechungsgesetz. Im Eaiime entspricht der sekundären Kaustik 
die >Wellenfläche«. -- . 
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Fig. 62. 



66. In der vorigen Betrachtung ist natürlich die 
Eeflexion mit einbegriffen. Denn für diesen Fall ist nnr 
Ä = 1 zu setzen. Die Kreise, welche 

die sekundäre Kaustik einhüllen, gehen / 

alle durch 0. Man erhält dann den 
Punkt 0% wo ein solcher Kreis seine 
Enveloppe berührt, indem man von 
auf die Tangente in P ein Lot OF 
fällt und dieses mit dem reflektierten 
Strahl zum Schnitt bringt (Fig. 52). 
Die sekundäre Kaustik ist demnach 
hier, da 00'=2 0F, zur Fußpunkts- 
kurve in bezug auf homothetisch. 

Zusätze. 1. Die Konstruktion der 
Fußpunktskurve kann kinematisch derart 

aufgefaßt werden, daß der rechte Winkel (F) sich so bewegt, 
daß ein Schenkel immer durch geht, während der andere 
längs der Kurve gleitet. Dann ist das Momentanzentrum in 
der vierten Ecke M des Rechtecks OFFM, Dies kann man 
auch 89 ausdrücken: Die Normale in einem Punkte F einer Fuß- 
ptmktskurve halbiert den zugehörigen Radiusvektor, Für die Kurve, 
die 0' beschreibt, ist also in der Tat PO' {\\MF) die Normale. 

2. Wenden wir die letzte Bemerkung der Nr. 65 auf einen 
Kreis als reflektierende Kurve an, so beschreibt bekanntlich jP, 
und daher auch 0\ eine Pascal sehe Schnecke und die Einhüllende 
der reflektierten Strahlen ist die Evolute dieser Pascal sehen 
Schnecke. Liegt der leuchtende Punkt auf der Kreisperipherie, 
so ist die sekundäre Kau- 
stik eine Kardioide, die 
Kaustik selbst daher als 
Evolute auch eine Kardio- 
ide; dies möge hier der 
Leser selbst beweisen, 
später wird es aus einem 
viel allgemeineren Satze 
folgen (s. Nr. 144 u. 91, Zus.). 

67. ISTunmehr be- 
stimmen wir die se- 
kundäre Kaustik eines 
Kreises in bezug auf einen Punkt . Ist wie oben 
sina>e: sincoa = %; und machen wir auf dem austretenden 
Strahle FQ = fc-* • FO (Fig. 53), so sind die Winkel {POQ) 
und {OQF) bzw. gleich co^ und ji — coej daher wird 




Fig. 63. 
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ein um OPQ beschriebener Kreis das Einfallslot MP in 
P berühren. Zugleich schneidet dieser Kreis die Gerade O M 

in einem Punkte 0^, der, da OM'O^M = PM^j für alle 
Binfallspunkte P derselbe ist. und 0^ sind die Grund- 
punkte eines zum Grundkreis orthogonalen Büschels. Nun 
ist nach dem Ptolemäischen Lehrsatz 

(17) OP . O^Q - O^P . OQ « OOy,^ PQ 

oder, wenn wir O^Q = q^^ OQ == q^ setzen, 

OP Ö P 

(18) ^'Qx-^'Q2-00,. 

Nun ist aber OP/PQ^Jc; O^PjOP = PMjOM , also 
auch O^PlPQ = Jc'PMlOM =-^—Jc'j für alle Lagen von 
P konstant und (18) wird 

(18*) TcQ^ + lc'Qi^OO^ . 

Der Punkt Q beschreibt daher ein Gartesisches Oval, und 
die Eauatik des Kreises in hezug auf einen leuchtenden 
Punkt ist die Evolute eines Cartesischen Ovcds, Man bemerkt 
wieder, daß der Fall der Beflexion, wo sich eine Pascalsche 
Schnecke ergibt, nur ein spezieller Fall des vorliegenden 
ist. (Die Kaustil^ der Geraden siehe in Nr. 88, Zus. 2.) 

Zusätze. 1. Gemäß der Bemerkung in Nr. 26 müssen die 
Cartesischen Ovale in bezug auf gewisse'Punkte, deren es höchstens 
4 sein können , anallagmatisch sein. Man sieht^ daß dies für die 
3 einfachen Brennpunkte auf der Synmietrieachse zutrifft (der 
vierte Punkt liegt hier im Unendlichen). Denn setzt man in 
Gleichung (12) ß = m*/^, so entsteht auf jeden Fall wieder ein 
kartesisches Oval, das mit dem ursprünglichen übereinstimmt, 
wenn man m" = iP — ä')/(t* — 1) nimmt. Die Untersuchung, wann 
durch die Inversion ein Zweig in den anderen, oder jeder in sich 
selbst übergeführt wird, überlassen wir dem Leser. Die Pascalsche 
Schnecke ist nur für den einen einfachen Brennpunkt auf der 
Symmetrieachse anallagmatisch; wie wir schon wissen, geht sie 
durch Inversion vom Doppelpunkt aus in einen Kegelschnitt über, 
und umgekehrt. 

2. Verbinden wir die Gleichung (12) mit der Gleichung irgend 
einer Geraden Q(occo%0'\-ßh\n6) = y und eliminieren Sj so ergibt 
sich eine biquadratische Gleichung für q, in welcher der Koeffizient 
von j?' gleich — 4 Z t/(t* — 1) = konst. ist. Daher der Satz: Die 
Summe der vier Badienvektoren der vier Schnittpunkte irgend einer 
Geraden mit einem Cartesischen Ovaly auf einen Brennputäct bezogen, 
ist konstant 



68. § 14. Die Cartesischen Ovale. 103 

68. Zum Schlüsse führen wir noch zwei einfache Er- 
zeugungen der Cartesischen Ovale auf, von denen die 
erste von Newton stammt, während die zweite von 
Ohasles''®) angegeben wurde und leicht aus der ersten 
abgeleitet werden kann. Suchen wir alle Punkte P (Fig. 54), 
deren Entfernungen PÄ^ bzw. PA2 von zwei Kreis- 
peripherien (um Kl und K2 als Zentren) in einem kon- 
stanten Verhältnis v stehen, so ist, wenn wir PJC^i = ^i, 
PJK^2 = ^2 setzen und die Kreisradien mit r^ und rg be- 
zeichnen {qi — Ti) : {q2 -'T2) = v , oder 

Qi — '0Q2 = ri — t? rg = konst. , 




Flg. 64. 



d. h. der Ort von P ist ein Cartesisches Oval mit K^ 
und K2 als einfachen Brennpunkten. 

Ziehen wir nun Ä^Ä^ und bezeichnen den Schnitt- 
punkt von -4.1-4-2 mit der Zentrale K1K2 mit W, so ist 

nach dem Satz des Menelaos . V • üf^ • ! p' = 1 , also 

A^ Äj W Ji^ A^ IT 

WK1IWK2 = fjtjra = konst. , daher W ein fester Punkt. 
Wir können folglich sagen: Dreht sich eine SeJcante um 
einen festen Punkt W auf der Zentrale zweier Kreise und 
zieht ma>n zu den . vier Schnittpunkten mit beiden Kreisen 
die Radien, so schneiden sich diese in vier Punkten, die 
Cartesische Ovale beschreiben. 



^^ Bibliographien der Cartesischen Ovale von LieüiMB, Bull, 
so. math. (2) 6; 1882 ^ 40 und H. Bbooabd, Interm^. math. 3, 
1896, 238. 



1 



104 



II. Absehnitt. Konchoiden. 



69 



/' Z3 



§ 15. Konehoiden der Kegelsehnitte. Kurven erster Kategorie. 

69. Die (gewöhnliche) Konchoide eines Kegelschnittes 
ist nach der Formel von Nr. 36 von der Ordnung 8 und 
hat im Pole einen vierfachen Punkt. Wir betrachten nur 

zwei Spezialfälle, die eini- 
ges Interesse bieten. Zu- 
nächst sei der Pol in einem 
Scheitel des Kegelschnittes. 
Dieser habe die Gleichung 

(1) y^==2px + {e^--l)x^, 

wo e die numerische Ex- 
zentrizität, p = — b^la für 
die BUipse ist [vgl. üfr. 29 
-..^ (5)]. In Polarkoordinaten 
\ lautet die Gleichung, wenn 
/ wir e^ — 1 = g setzen. 




(1*) Q-= 



2pcoB6 



sin^ö-gcos^ö ' 



also ist die Gleichung der 
Scheitelkonchoide dieses 
Kegelschnittes 



(2) Q 



2p C08Ö 



sin^O — quos^O 



+ 1. 



Fig. 56. 



Setzt man für 6 hier O + n 
ein, so ändert der erste 
Summand sein Vorzeichen; 
also besteht die Kurve aus einem einzigen Zug für posi- 
tives und negatives l und sie ist, da die Grundkurve einfach 
durch den Pol geht, von der Ordnung 6 . In der Tat wird 
die Gleichung in kartesischen Koordinaten 

(2*) (a?2 + y^) (y2 __ q^2 — 2pa?)2 = l^y^ — qx^ . 

• 

Diese setzt außerdem den vierfachen Punkt im Pole sofort 
in Evidenz und zeigt, daß die Asymptoten des Kegel- 
schnittes Doppelasymptoten der Konchoide sind**^. Andere 
als gestaltliche Untersuchungen über diese Kurven liegen 
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nicht vor''^). Da aber der Leser selbst leicht imstande 
ist, sich verschiedene der auftretenden Formen zn zeichnen, 
woUen wir nur auf einige Punkte hinweisen. 

Ist die Grundkurve eine Ellipse und liegt der Pol in 
einem Hauptscheitel (auf der großen Achse), so wird die 
Kpnchoide, solange l<2a, wie eine in die Länge ge- 
zogene Pascalsche Schnecke mit Knoten aussehen, da der 
Kreis um den Pol mit dem Eadius l die Ellipse nur in 




zwei reellen Punkten treffen kann, zwei der Tangenten 
des vierfachen Punktes also imaginär sind. Wird g = — 1 , 
so trennt sich von (2*) der Faktor {x^ + y^) ab, und wir 
haben in der Tat die Gleichung einer Pascalschen Schnecke 
(natürlich für beliebiges T) vor uns. Die Formen werden 
erst interessant, wenn der Pol in einen l^ebenscheitel zu 
liegen kommt. Wir müssen dann in Gleichung (2*) nur 
— g > 1 (& > a) voraussetzen. In diesem Falle kann nämlich 
der Kreis um den Pol mit l als Eadius die Ellipse in 
4 reeUen getrennten Punkten schneiden, in zwei ge- 

'») Vgl. J. Caedinaal, Arch. M. Teyler (2) 8, 1902, 165—197, 
sowie einen kleinen Artikel des Verf. im Arch. Math. Phys. (3) 12, 
1907, 254/60. Im ersteren Aufsatz werden auch die Polkurven 
untersucht. 
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trennten Punkten berühren, unter anderem in einem 
Orenzfalle auch im Gegenscheitel hyperoskulieren; dem- 
entsprechend treten die verschiedensten Arten des vier- 
fachen Punktes auf. Fig. 55 soll davon ein Bild geben, 
Fig. 56 ebenso für die Hyperbel; die Nebenfigur (a) gibt 
bei letzterer eine Projektion der Kurve 1 ins Endliche. 
Bei der Parabel können in jedem Falle nur zwei Zweige 
des Doppelpunktes reell sein. 

70. Außer den Scheitelkonchoiden wollen wir noch 
den Konchoiden von einem Brennpunkte aus unsere Auf- 
merksamkeit schenken. Bekanntlich ist die Polargleichung 
des Kegelschnittes, auf einen Brennpunkt bezogen, 

(3) ^ = p/(l + ecosö), 



Fig. 67. 

also die Polargleichung der Konchoide 

die offensichtlich wesentlich verändert wird, wenn man 
6 durch -\- n ersetzt (p = 6^/a) . Wirklich enthält auch 
die kartesische Gleichung 

(4*) (a?2 + y« - elxY - {x^ + y^){p+l — ea?)« = 

das Zwischenstück l linear und ist nur vierten Grades. 
Die ganze Konchoide 8. Ordg. zerfällt also hier in zwei 
Kurven 4. Ordg., die je einem Vorzeichen von l ent- 
sprechen (vgl. Fig. 57). Hiernach ist schon klar, daß (4*) 
im Pole einen Doppelpunkt haben muß. Mittels des um 
den Pol mit dem Eadius l beschriebenen Kreises erkennt 
man ferner wie oben, daß dieser Doppelpunkt bei 
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Zugrandelegang einer Ellipse ein Knoten ist, wenn 

a + e> l\> a — e^ wo e= Va^ — &a , l aber negativ ist; 
entsprechend für Parabel nnd Hyperbel. 

Die Gleichung (4*) zeigt aber ohne weiteres, daß auch 
die zwei Punkte, wo der Kreis x^ + y^ — elx = von der 
Geraden p + 1 — ex = geschnitten wird, Doppelpunkte 
der Kurve sind. Diese haben demnach die Koordinaten 



(5) 



X = 



p + l 



8 



y=-Y y(p + Q(c«i-(p + 1) ) . 



Hiernach läßt sich ihre Bealität leicht in allen Fällen 
diskutieren. Wir weisen nur auf die Fälle hin, wo sie 
koinzidieren. Dies tritt 
erstens ein, wenn 

oder 

l «= piq = — a 

ist; dann entsteht ein 
Beruhrungsknoten im 
Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes. Das Zusam- 
menfallen tritt zweitens 
ein, wenn ? = — p, d. h. 
dem absoluten Wert 
nach gleich der Ordi- 
nate des Brennpunktes 
wird; in diesem Falle 
koinzidieren alle drei Doppelpunkte zu einem »Inflexions- 
knoten« im Pole. 

Beisp. Der an vorletzter Stelle genannte Spezialfall tritt bei 
einer Aufgabe auf, die von Jeübek angeregt wurde ^). Es sei ein 
Kreis um gegeben und ein fester Punkte (OÄ = e; Elreis- 
radius a ; s. Fig. 58). Man ziehe einen beliebigen Radius OB und 
AP±AB (P auf OB). Sind dann q = OP und 6'= ^POÄ die 
Polarkoordinaten von P, so ist ( a — e)' = PA -{- AB ; da aber 
P3* = e' + «" — 2e«cosö' und ZB' = a« + e« — 2aecosö', so 
ergibt sich augenblicklich ^, 

//»\ cos" ~~ 8 

(6) e = e • z ;ö7 • 

^ ^ 1 — fiCOSÖ' 




Flg. 68. 



^ Die Identität mit der Brennpunktskonchoide zeigte 
M. Dewülf, Mathesis 5, 1885, 110—115. 
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Diese Gleichung kann auch geschrieben werden 
Q = (ae oobO' — e")/a(l — » cosö') 

was mit 

<«*) ^ = 1+7^-'' 

identisch ist, wenn 8 = n — 0' genommen wird. Ist e > a , so 
tritt in (G"") an Stelle des Minuszeichens ein Pluszeichen, und es 
entsteht überdies die Konchoide einer Hyperbel ®®*). 

71. Die Brennpunktskonchoiden der Kegelschnitte 
gaben soeben wieder ein Beispiel, daß es Fälle gibt, wo 
die Konchoide, die im allgemeinen von der Ordnung 
2(2n — /S— ä) ist (Nr. 36), in zwei voneinander ver- 
schiedene Kurven (2w — /S — «)*•' Ordnung zerfällt. Im 
allgemeinen entsteht die Polarkoordinatengleichung aus der 
kartesischen einfach dadurch, daß man a7 = ^cos0, 
y = ^sinö setzt und höchstens mit einer Potenz von q 
dividiert. Die so entstandene Gleichung in Polarkoordinaten 
wird nun gewiß dadurch nicht geändert, daß man durch 
-\- n und q durch —q ersetzt; denn dabei ändern ent- 
weder alle Glieder ihre Vorzeichen oder keines. Ersetzt 
man nun in einer solchen Polarkoordinatengleichung q 
durch {q — V), bildet also die Konchoide durch Addition 
des Zwischenstückes l und substituiert nun (ö-f^) statt 
und —Q statt ^, so ergibt sich wieder die ursprüngliche 
Gleichung, nur daß in ihr q durch {q + 1) ersetzt ist. 
Demnach vereinigen sich die durch Addition oder Sub- 
traktion des Zwischenstückes entstandenen Züge im all- 
gemeinen zu einer Kurve. 

ISTun gibt es aber Fälle, wo die vorliegende Polar- 
koordinatengleichung nur ein Faktor der Gleichung ist, 
die aus f{x , y) = direkt entsteht. Dies ist vor allem 
immer dann der Fall, wenn o sich als eine rationale Funk- 
tion von Xj y darstellen läßt. Man kann nämlich die 
Gleichung f{x , y) = immer in die Form 

(7) Q^(p{xj y)-w{x,y) = 



®®*) Weitere Ausführungen zu dieser Nr. findet der Leser 
bei G. TsixEiBAy Traiti des courbes sociales remarquablea ^ T. I, 
Coimbre 1908, S. 312ff. 
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bringen, indem man nur etwa x^ durch Q^ — y^ ersetzt, 
eventuell nach Multiplikation mit dem Faktor x . Hierbei 
kann nun der Fall eintreten, daß qj und yj Quadrate rationaler 
Funktionen qj^ und ^i "sind, so daß 

(8) /= {q 9?i + v^i) {q <pi - v^i) = 

wird. Dann wird die Kurve sowohl durch q = —y^i/q^i 
als auch durch q = +rpilq>i dargestellt und beide Glei- 
chungen sind rational, bleiben aber nicht ungeändert, 
wenn man durch O + n, q durch — ^ ersetzt, sondern 
gehen ineinander über. Man sieht daraus im Zusammen- 
hang mit dem oben Gesagten unmittelbar, daß die Kurven 
Q^ Wil(Pi + l und Q = tpxl(Pi — l voneinander verschieden 
sind. 

Kurven, für die es Punkte in der Ebene gibt, die 
als Anfangspunkt genommen, bewirken, daß q sich als ra- 
tionale Funktion von x und y darstellt, nannte G. Halphen 
»von der ersten Kategorie«®^). Ihre- Konchoiden, von 
diesem Punkte aus genommen, zerfallen. Uns schon be- 
kannte Beispiele sind der Kreis in bezug auf den Mittel- 
punkt, die Kegelschnitte in bezug auf die Brennpunkte, 
die Kappakurve in bezug auf den Berührungsknoten, die 
Strophoide in bezug auf den außerordentlichen Brenn- 
punkt. Insbesondere gehört jede Konchoide selbst in 
bezug auf ihren Pol zur ersten Kategorie. 

Zu8atz. Die Polargleichung (12) des Cartesischen Ovals (S. 98) 
läßt sich schreiben (z^ — l)(x'^ -{- y^) -{- 2ax — 2qIt i- P — a^==0 
und gibt demnach q als rationale Funktion von x , y , In der Tat 
ist (12) nur der eine Faktor der vollständigen Polargleichung, deren 
zweiter durch Änderung des Vorzeichens von l entstünde. Jedes 
Gartesische Oval ist also in bezug auf jeden der drei einfachen 
Brennpunkte der Symmetrieachse von der ersten Kategorie; die 
Pascalsche Schnecke demnach nicht bloß in bezug auf den Doppel- 
punkt, sondern auch in bezug auf den einzigen gewöhnlichen 
Brennpimkt, den sie noch besitzt. 



®^) Siehe den Append. au traitS de GSom, anal, (caurb, pl.) p. 
Salmon-OhemiN; 2. Aufl. Paris 1903, S. 550. 



in. ABSCHNITT. 

WEITEBE EUBVEN MIT EINFAOHEB 
EINEMATISOHEB ERZEUGUNG. 

§ 16. Regul&re und schiefe Astroide. 

72. Es ist wohl nicht schwer einzusehen, daß im 
Grunde jede irgendwie definierte Kurve auch einer kine- 
matischen Erzeugung fähig sein muß. Wir wollen aber 
in diesem Abschnitt im Anschluß an das Vorhergegangene 
nur noch einige weitere Kurven betrachten, deren kine- 
matische Erzeugung besonders einfach ist. Die Bewegung 
der zwei Ebenen A und A^ gegeneinander war im vorigen 
Abschnitt dadurch gegeben, daß eine Gerade Q von A^ 
durch einen festen Punkt von A gehen mußte, während 
ein Punkt P von A' auf einer Kurve f von A zu gleiten 
hatte. Wir wollen nun eine Bewegung dadurch definieren, 
daß wir zwei Punkte P, Q von A' auf zwei Geraden Q , T 
von A gleiten lassen (Fig. 59), mit anderen Worten, daß 
eine konstante Strecke PQ = k gezwungen seij mit ihren 
beiden Endpunkten auf zwei gegebenen Geraden zu gleiten. 
Wir werden uns die Fragen vorlegen: Welche Kurve be- 
schreibt ein beliebiger Punkt der Ebene A') welche Ein- 
hüllende hat eine beliebige Gerade von A'% 

Ist der Schnittpunkt von Q und T, P Q irgend 
eine Lage der gleitenden Strecke, so ergibt sich das 
Momentanzentrum M als Schnittpunkt der beiden Lote 
in P, Q auf Q , f. OJf ist dabei durch k und den 
Winkel (o von Q und f gegeben (a = fc/sinco) . Daher ist 
die feste Polbahn der mit OJf als Eadius um O be- 
schriebene Kreis. Denkt man die Ebene A'{PQ) fest, da- 
gegen mit der Ebene A beweglich, so läuft M auf dem 
Kreise mit dem Durchmesser OM. Dieser ist also die be- 
wegliche Polbahn. Die Bewegung kann folglich dadurch 
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ersetzt werden, daß ein Kreis im Innern eines doppelt so 
großen Kreises abrollt. Wir haben also einen speziellen 
Fall einer zykloidischen Bewegung. Schneidet OP den 
festen Kreis in P^ , so ist, wie man leicht erkennt, 
arcJfPj = arcJfP bei beliebiger Lage von OPy daher be- 
schreibt bei dem Abrollen der beiden Kreise jeder Punkt (P) 
des beweglichen Kreises einen Durchmesser des festen®^). 




Flg. 69. 



Es sei nun R ein beliebiger mit PQ fest verbundener 
Punkt, der natürlich auch auf PQ selbist liegen kann, so 
ziehe man durch R den Durchmesser YX des beweglichen 
Kreises, dann laufen während der Bewegung die Punkte Y 

•*) Diese Tatsache war schon Nasib Eddin (1201—1274) und 
CoPBRNiOüs (De revd. orbium coelest,, Norimb. 1543) bekannt. 
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und X auf den zueinander senkrechten Geraden OY 
und OX. Mmmt man diese Geraden als Achsen, setzt 
YB, = m , XB = n , -^OXB = ii> , so sind die Koordinaten 

von M a? == m cosii? , y =n sinii? . 

Daher beschreibt B eine Ellipse mit den beiden Halb- 
achsen m und fi^'). Die Bewegung wird daher auch als 
»elliptische« bezeichnet. 

73. Wir lassen alle hieraus entspringenden Folgerungen, 
als der Kegelschnittslehre angehörend, beiseite und wenden 
uns sofort zur zweiten der oben aufgeworfenen Fragen 
nach der Einhüllenden der beliebigen Geraden PQ . Den 
Berührungspunkt B dieser Geraden mit ihrer Enveloppe 
erhält man durch das Lot von M auf PQ. Die Ge- 
rade MS ist demnach die Normale für alle Kurven, die 
durqh Gerade erzeugt werden, welche za PQ parallel sind, 
und diese sämtlichen Kurven sind »Parallelkurven«. Unter 
ihnen befindet sich eine ausgezeichnete, d. i. die. Welche 

durch den zu PQ parallelen Durchmesser P'O'Q' des be- 
weglichen Kreises eingehüllt wird. Der zugehörige Be- 
rührungspunkt ist B\ Dieser liegt immer auf dem Kreis 
mit dem Durchmesser O'M . Läßt man diesen Kreis im 
Innern des beweglichen Kreises rollen, so läuft Punkt B\ 
wenn man ihn als festen Punkt des kleinen Kreises be- 
trachtet, auf dem Durchmesser P'Q\ EoUt gleichzeitig 
der beweglichie Kreis im festen, so werden sich immer alle 
drei Kreise in M berühren und schließlich wird B' nach Q\ 
bzw. Q" gelangen. Die Enveloppe von P^Q^ ist also 
identisch mit der Kurve, die von dem auf dem kleinen 
Kreise fest gedachten Punkt B' beschrielJen wird, wenn 
dieser im Innern des festen rollt, dessen Durchmesser 
viermal so groß ist. Die von P'Q' eingehüllte Kurve ist 
demnach wieder eine »zyklische Kurve« und zwar in 
diesem Falle eine »Hypozykloide« (s. ISTr. 140). Sie hat 
offenbar in Q'' und in den um ^Jt, ^, f ji von Q'^ ent- 
fernten Punkten des festen Kreises Spitzen und ist gegen 
die Durchmesser OP' bzw. OQ' symmetrisch. Man nennt 
sie »reguläre Astroide«. 

^^ Dieser schon im Altertum bekannte Satz wurde zuerst 
ausführlich behandelt bei F. Schooten, De organica conicarum sec- 
tionum in piano desoriptione, Lugd. 1646. 
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Die von PQ eingehüllte Kurve wird von dem Punkte B 
beschrieben, der von dem entsprechenden Punkt B' immer 
dieselbe auf der ISTormale der regulären Astroide gemessene 
Entfernung BB^ hat. Diese Parallielkurve zur regulären 
Astroide, die wir »schiefe Astroide« nennen, hat eben- 
falls vier Spitzen, aber die Geraden Q und f sind hier 
lediglich Doppeltangenten. Die Berührungspunkte haben 
von die Entfernung Tc. 

74. In bezug auf die Parallelkurve der regulären 
Astroide kann man nun zweierlei Bemerkungen machen. 
Verschiebt man PQ parallel zu P^Q\ so daß der Ab- 
stand BB' immer größer wird, so wird der l^eigungs- 
winkel der Geraden Q und f immer kleiner, die gleitende 
Strecke PQ selbst immer kürzer. Wird BB' gleich oder 
größer ^P'Q' (=iOJf), so fallen zunächst G und T zu- 
sammen und werden dann infolgedessen imaginär. Die 
Parallelkurve der regulären Astroide erhält so zunächst 
in einen Berührungsknoten und dann zwei getrennte 
Knoten. Aber sie kann dann nicht mehr reell als »schiefe 
Astroide« erzeugt werden. G. Loria nannte sie infolge- 
dessen »Parastroide« ^*). Da wir aber die ISTormale der re- 
gulären Astroide in jedem Punkte konstruieren können, 
vermögen wir auch jede Parastroide punktweise zu zeichnen. 
Wir überlassen dies dem Leser und bemerken nur noch, 
daß sich für 55'= fa (OJf = a; vgl. 'Nr. 215) je zwei 
Spitzen und ein Knoten in einen sogenannten »Spitz- 
punkt« {Alg. K.j S. 135) vereinigen, während für noch 
größeren Abstand die Parastroide aus einem reinen Oval 
besteht. 

Eine zweite Bemerkung bezüglich der Parallelkurve 
der regulären Astroide ist die, daß die behandelte schiefe 
Astroide oder Parastroide nur die eine Hälfte dieser 
Parallelkurve ist. Sie ist noch durch eine um 90^ ge- 
drehte kongruente Kurve zu ergänzen, die in Fig. 59 
strichpunktiert wurde. Wir haben hier ein Zerfallen der 
Parallelkurve, ähnlich wie wir dies bei den Konchoiden 
der Kurven erster Kategorie bemerken konnten. Es sei 
einstweilen nur darauf hingewiesen, daß auch die Parallel- 
kurven von Kreis und Gerade zerfallen. Der tiefere Grund 



") Mathesis (2) 10, 1900; s. a. die folgende Note von J. Nbubkbg. 
WiELEiTKEB, Spezielle ebene Kurven. 8 
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und die Bedingung für das Zerfallen wird sich unten er- 
geben (Nr. 77). 

75. Wir wollen nun zunächst die Gleichung der re- 
gulären Astroide aufstellen. Nehmen wir OQ' und OP^ 
sOs Achsen {P'Q'= a) und setzen 0Q'= — l/w , 0P'-= — 1/t? , 
wo u und V Plückersche Linienkoordinaten bedeuten, so 
ist immer . 

(1) 1/ii« -f 1/«« =- a« 
oder 

(1*) fi8 + t>« = a«ii«t>2. 

Dies ist die Gleichung in Linienkoordinaten. Macht man die 
Gleichung homogen, so lautet sie (w* -f t?*) to* — a^u^v^ = 
oder u^{w^'-a^v^)+'o^^^=0 oder v^{w^—a^u^)+u^w^=0 
und zeigt dadurch {Alg. K. Nr. 22, Beisp. 2), daß sowohl 
die Geraden ii=«0, t(? = 0; t? = 0, i(? = 0, das sind die 
Achsen, als auch die Gerade ti = , t? » , d. i. die un- 
endlich ferne Gerade Doppeltangenten sind. Die Berührungs - 
punkte sind durch die Klammerausdrücke gegeben; man 
erkennt die Punkte t* = ±l/a, t? = +l/a und die ima- 
ginären Kjeispunkte u^ + v^ = . Daß die Berührungs- 
punkte Spitzen sind, ersieht man daraus, daß jeweils die 
Glieder fehlen, die in den in der Klammer stehenden 
Yariabeln dritten Grades wären; d. h. setzt man etwa in der 
zweiten Gleichungsform ti7 = ±at?, so ergibt sich t?* = 0, 
also Tier zusammenfallende Tangenten. 

Wie Gleichung (1*) zeigt, ist die reguläre Astroide 
Tierter Ellasse. Um die Ordnung zu bestimmen, stellen 
wir auch die Gleichung in Punktkoordinaten auf. Zur 
Erreichung dieses Zieles kann man entweder von (1'*') aus 
zu Punktkoordinaten transformieren, oder nach dem in 
der Differentialrechnung üblichen Verfahren die Enveloppe 
von P^Q' bestimmen. Wir benutzen aber hier am be- 
quemsten den Berührungspunkt B% für dessen Koordinaten 
man sofort aus der Figur abliest {<OQ'P'= d) 

(2) 0? = a cos'c& , y == a sin*c& . 

Aus dieser Parameterdarstellung ergibt sich die gesuchte 
Gleichung 

(3) xi + yi = a* , 
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oder rationalisiert 

(3*) (a?2 + y* - ay + 27 a^x^y^ = . 

Die reguläre Astroide ist also 6. Ordnung. 

76. Heißt man die konstante Entfernung BB\ in 
welcher zur regulären Astroide die Parallelkurve gezogen 
werden soll, c , so erhält man aus (2) sofort eine Parameter- 
darstellnng der schiefen Astroide in der Form 

(4) X = a cos*(ä + cBind) j y ^ a sin^w + c cosc& , 

woraus durch Elimination von d) die Oleichling in Punkt- 
koordinaten entsteht 

U*)l [3{x^ + y2^a^)^4.cy 

\ + [21axy -9o{x^ + y^) - ISa^c + So»]« = . 

Also ist auch die schiefe und die Parastroide von der 
6. Ordnung. Gleichung (4*) ist aber nicht sehr bequem. 
Man sieht jedoch schon aus ihr, daß die Änderung des 
Vorzeichens von c eine andere Kurve ergibt. 

Größeres Interesse bietet die Gleichung in Linien- 
koordinaten. Ist allgemein f{u , t? , w) = die Gleichung 
einer Kurve, ux -\-vy -{-w =^0 die der Tangente mit den 
Koordinaten ti , t; , i(7 , so ist die Gleichung einer zu ihr im 

Abstände c parallelen Geraden ux-\-vy-\-w-\-c^u'^+v^=0 . 

Diese Gerade hat also die Koordinaten t*, t?, w + oyw^ + t?* 

und f{u , t? , w + c ^u^ + t?*) = ist infolgedessen die Glei- 
chung der Parallelkurve. Da die Quadratwurzel durch 
einmaliges Quadrieren beseitigt wird, hat im allgemeinen 
die Paralitl]|ilu*ve die doppelte Klassenzahl wie die Grund- 
kurve. Es gibt aber Fälle, wo die schließliche Gleichung 
in zwei zerlegt werden kann, die sich nur durch das 
Zeichen von c unterscheiden. *Bin solcher Fall liegt hier 
vor. Sel^zen wir w^ + ^* = <J^ , so ergibt sich aus (1*) die 
Linienkoordinatengleichung der Parallelkurve 

(5) o^(w + coY=-a^u^v^ . 

Zerlegen wir diese Gleichung in ihre beiden (irrationalen) 
Faktoren, so können wir nachher jeden Faktor für sich 
durch einmaliges Quadrieren rationalisieren. Es ergibt sich 

o{w + c a) = +a u v 

8* 



116 m. Abschnitt. Kurven mit kinematischer Erzeugung. 76/77. 

oder schließlich 

(5*) (w2 + v^)w^ = [auv± c(w« + v^)Y 

als Gleichung der beiden schiefen Astroiden, die zusammen 
die Parallelkurve der regulären Astroide bilden. 

77. Das eben behandelte Beispiel gibt uns einen 
Fingerzeig, wann das Zerfallen der Parallelkurve im all- 
gemeinen eintreten wird. Dies ist immer dann und nur 
dann der Fall, wenn die Linienkoordinatengleichung der 
Grundkurve in die Form 

gebracht werden kann, d. h. wenn o als rationale Funk- 
tion von Uj V darstellbar ist. Setzt man hier statt w 
die Summe w + co j so hat man nach dem Taylorschen 
Lehrsatz 

Hier läßt sich in der Tat jeder einzelne Faktor rational 
machen durch einmaliges Quadrieren, und man erhält die 
Doppelgleichung 

O2[0 + c2(P''+ . . . ± C{¥'+ C^W-{- . . .)] 
= [W+ C^W+ . . . + C(<&'+ C2<[)'''+ . . .)] , 

deren beide Komponenten sich nur durch das Vorzeichen 
von c unterscheiden. 

Die in Frage stehenden Kurven haben noch eine 
andere charakteristische Eigenschaft. Die Gleichung der 
Tangente einer Kurve /(a?, y) = lautet im allg'^nie-T^eD/ 
wenn x und y laufende Koordinaten sind, ' 

^dx^yey r öx^y dyl ^' 
so daß 

dl dl 

dx dy 



"^ dx^y dy ""dx^^ dy 

iN'un lassen sich aber bekanntlich, wie hier u^ v durch 
X, y , in derselben Weise x , y durch u , v rational aus- 
drücken. Die Bedingung, daß o = '^u^ + v^ eine rationale 
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Funktion von u^ v sei, ergibt also, daß auch ifi^+fi^ 
eine rationale Funktion von w, v und damit auch von 
X , y ist. Damit sind dann auch die Größen cosr = dx/ds 

^ -fillP +fi^ lind sinr = dyjds ^fijif^^+fi^ rationale 
Funktionen der Koordinaten des Berührungspunktes. 
Solche Kurven wurden von E. Lagüerre »Eichtungs- 
kurven« genannt, weil sie als Enveloppen von mit Eich- 
tung versehenen Geraden aufgefaßt werden können ®5). 

78. Schon die Gleichungsform der Eichtungskurven 
in Linienkoordinaten weist eine merkwürdige Ähnlichkeit 
mit der in Nr. 71 gegebenen der Kurven erster Kategorie 
auf. Man bemerkt auch gleich, daß, wie jede Konchoide 
erster Kategorie, so auch jede Parallelkurve Eichtungs- 
kurve ist. Aus einer Eichtungskurve [u'^ '\-v^)^^{u^ v) 
— W^{u, v) = entsteht eine Kurve erster Kategorie, 
wenn man nur u durch x, v durch y ersetzt. Das ist 
aber nichts anderes als die Bildung der Eeziproken der 
Eichtungskurve in bezug auf den (imaginären) Kreis um 
den Anfangspunkt x^ + y^ + 1 = . Will man die Eezi- 
proke in bezug auf einen Kreis vom Eadius r, so hat 
man nur mit w zu homogenisieren und es durch —r^ zu 
ersetzen. Da aber die Gleichungsform der Eichtungskurve 
von der Lage des Anfangspunktes nicht abhängt, können 
wir sagen: Die Reziprolce einer RichtungsTcurve in hezug auf 
einen beliebigen Kreis ist eine Kurve erster Kategorie in 
"bezug auf den Kreismittelpunlct. Ebenso ist die Eeziproke 
einer Kurve erster Kategorie in bezug auf einen Kreis um 
den Pol eine Eichtungskurve. 

Es gibt aber außer dieser polaren Transformation eine 
ganze Anzahl anderer, die eine Eichtungskurve und eine 
Kurve erster Kategorie wieder in eine solche, oder beide 
Gattungen ineinander transformieren. Eine Transforma- 
tion der ersten Art ist die Transformation durch reziproke 
Eadien (zirkuläre Inversion). Setzt man 






»5) Siehe ßuU. Soo. math. France 8, 1880; C. E. Ac. Paris 104, 
1882, p. 778; Nouv. Ann. math. (2) 2, 1883, alle vereinigt im Bd. 11 
der Oeuvres, Paris, Gauthier -Villars, 1905, S. 592 ff.; ferner einen 
Aufsatz von P. Appell in Nouv. Ann. math. (3) 15, 1896. 
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SO geht 0?* + y^ über in r*/(f * + rj^ . Ist also ^ = 9l(a? , y) 
eine Kurve erster Kategorie, so ist die Transformierte 
^ = gi'd , fj) wieder eine solche. Ferner ist 

oder d« = -^^ ds^ , woraus folgt, daß auch eine Bichtnngs- 

kurve wieder in eine solche übergeht. 

79. Mit Hilfe dieser Sätze können wir eine Beihe von 
Tatsachen, die uns schon begegneten, miteinander ver- 
knüpfen. Die einfachsten Bichtongskurven sind Gerade 
und Kreis. Sie reproduzieren sich durch Inversion. Die 
Polarreziproke eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit dem 
des Grundkreises zusammenfällt, ist wieder ein Kreis, da- 
her zerfällt auch die Konchoide eines Kreises in bezug auf 
den Mittelpunkt. Die Konchoide einer Pascalschen Schnecke 
in bezug auf den Doppelpunkt zerfällt; die Inverse in bezug 
auf einen Kreis um denselben Punkt ist ein Kegelschnitt 
mit diesem Punkt als Brennpunkt; daher müssen auch die 
Konchoiden der Kegelschnitte* in bezug auf die Brenn- 
punkte zerfallen. Die Kappakurve, deren Konchoide zer- 
fällt, reproduziert sich durch Inversion. 

Wir haben femer schon in "Nt. 5 bemerkt, daß man 
eine Fußpunktskurve einer gegebenen Kurve erhält, indem 
man zur polarreziproken die inverse Kurve nimmt. Daher 
ist jede FußpunTctsTcnrce einer BichtimgsTcurve von der ersten 
Kategorie bezüglich des Poles; jede Fußpunktskurve in bezug 
auf den Pol einer Kurve erster Kategorie ist umgekehrt 
eine Bichtungskurve. NatürUch gut dies auch rückwärts, 
d. h. für negative Fußpunktskurven. Bildet man also die 
Beihe der Fußpunktskurven einer Bichtungskurve in bezug 
auf denselben Punkt, so ist die erste positive und die erste 
negative eine Kurve erster Kategorie, die zweite positive 
und negative wieder eine Bichtungskurve usw. Zum Bei- 
spiel ist der Kreis eine Bichtungskurve; seine erste posi- 
tive Fußpunktskurve, die Pascalsche Schnecke und seine 
erste negative !Fußpunktskurve, ein Mittelpunktskegelschnitt 
sind Kurven erster Kategorie in bezug auf den Doppel- 
punkt bzw. Brennpunkt. Die Gerade ist eine Bichtungs- 
kurve, ihre negative Fußpunktskurve, die Parabel, ist 
erster Kategorie in bezug auf den Brennpunkt. Die 
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zweite negative Fußpnnktskurve, die erste der Parabel, 
ist eine Tschirnhausensclie Knbik; wir haben also den 
nenen Satz, daß die ParalleTkurve der Tschimhausenschen 
Kubik zerfälUj da sie Bichtungskurve sein muß^^). Auf 
die an die reguläre Astroide anschließenden Kurven kom- 
men wir ohnehin gleich zu sprechen. 

80. Sowohl die Fläche als die Bogenlänge der schiefen 
und der regulären Astroide sind durch elementare Funk- 
tionen ausdrückbar. Wir erhalten aus (4) für die Fläche 
das Integral 

f^ijixdy — ydx) 

= i/[(f «* — c*) 4" « c 8in2 (& — f a* cos4 c&] dc& . 

Dieses ist zwischen den Grenzen und 2jr zu nehmen. 
Daher ergibt sich 

(6) /=(|a^-c^)^, 

für die reguläre Astroide demnach f a^jr. Des weiteren 
hat man 

d»* = da?2+dy^=(9a*sin*c&cos2(&— 6acsinc&cosc&+c2)dc&*, 

also ist ds^ wirklich ein reines Quadrat (hier einer Funk- 
tion des Parameters). Es ist nämlich 

(7) ds = +{3a Bind) cos(5 — c)d(o . 

Hieraus ergibt sich die Länge eines zwischen zwei Spitzen 
enthaltenen Bogens durch Integration von c&q bis <h als 

8 = ±1 — |acos2(ä — ed) + Jc\^^ . 

Insbesondere erhält man für die Gesamtlänge der regulären 
Astroide 6a. 

Auch der Krümmungsradius ^ läßt sich sehr einfach 
durch <b ausdrücken. Man bekommt dxd^y -^ dyd^x 
= — (3 a sinA cosct) — c)^ ; also Ä = ds^Kdx d^y — dy d^x) 
= c — 3 asinc& COSC& [= dsjdd)]. Die Bogen rechnet man 
gerne von einem »Scheitel« aus, d. h. einem Punkte, wo 
Ä einen extremen Wert besitzt, z. B. hier für d) = ^7i. 

2 Die Aufstellung der Linienkoordinatengleichung (nach 
Nr. 123, Zusatz) und dann der Parallelkurve (4. Klasse) 
überlassen wir dem Leser. 
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Dann ist die Integrationskonstante Tc=^\cn zu nehmen 
und wir haben das System 

(8) Ä = — f a sin2 (& , » = — f a cos2 & — o& ^^cti 

als Parameterdarstellung der schiefen Astroide in natür- 
lichen Koordinaten. Für die reguläre Astroide (o = 0) 
läßt sich c& leicht eliminieren und wir erhalten deren 
natürliche Gleichung in der an die gewöhnliche Bllipsen- 
gleichung erinnernden Form 

(9) i«2 + «2==(fa)2. 

81. Die Betrachtung der ersten Gleichung (8) wird 
den Leser vor dem bei kleinem c naheliegenden Irrtum 
bewahren, daß die Spitzen der Grundkurve und der Parallel- 
kurve sich entsprechen. Da in den Spitzen Ä = ist, 
erhält man für diese sin2c5 = 2o/3a und dann aus (4) 
die Koordinaten der Spitzen. Am leichtesten wird der 
Sachverhalt ersichtlich, wenn man nach dem Ort der 
Spitzen bei veränderlichem c fragt. Nun ergibt sich aber 
aus der ersten Gleichung von (8), daß der Krümmungs- 
mittelpunkt für alle entsprechenden Punkte B , B\ ... 
des Systems der Parallelkurven der nämliche ist, da die 
Krümmungsradien der Parallelkurven sich nur um die 
Länge c von dem der Grundkurve unterscheiden. D. h. 
zu allen Parallelkurven gehört dieselbe Evolute, nämlich 
die Evolute der Grundkurve. Diese selbst und die Parallel- 
kurven sind das System aller Evolventen der Evolute, 
d. h. der Bahnen aller Punkte einer Geraden, die auf der 
Evolute abrollt. Der Krümmungsradius ist immer gleich 
dem Abschnitt der Geraden zwischen dem beschreibenden 
Punkt und dem Berührungspunkt. Fällt nun der Be- 
rührungspunkt auf die Grundkurve (Evolute), dann ist der 
Krümmungsradius der Bahnkurve (Evolvente) in diesem 
Punkte !N^ull, der Punkt also eine Spitze der Evolvente, 
deren Tangente zur Evolute senkrecht steht. 

Nennen wir also s^ den Bogen der Evolute, gezählt 
von dem Punkte, wo die Evolvente mit einer Spitze an- 
setzt, so ist «1 = Ä , Nennt man ferner t den Winkel, 
den die Tangente der Evolvente mit einer festen Bichtung 
macht (»Tangentenwinkel«), r^ den entsprechenden für die 
Evolute, so hat man die beiden Gleichungen 

dS= ^dr , d8i=^ ^idti y 
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aus denen sich wegen dx = dx^ ergibt Äid»= ^ds^ = ÄdÄ. 
Um also aus den natürlichen Bestimmungsstücken ^, s 
einer Kurve dieselben Stücke ^i , b^ der Evolute zu be- 
rechnen, hat man die Gleichungen 

(10) »1 = ^ , ^1 = ^d^lds . 

Wendet man diese auf das System (8) an, so ergibt sich 
für die Evolute unserer Astroiden 

(11) Äi = 3acos2(&, «1 = c — f asin2c& 
oder 

(11*) i«? + («i-c)« = (|a)«. 

Hierbei ist nun s^ immer von der Spitze der betreffenden 
Parallelkurve aus gerechnet. Eechnen wir «^ von einem 
Scheitel der regulären Astroide aus, so lautet die Gleichung 

(llt) i«? + »? = (!«)* [=(f«i)T. 

Die Evolute ist demnach selbst eine reguläre Astroide von 
den doppelten Dimensionen. Dasselbe Eesultat hätte man 
direkt durch Differenzieren von (9) erhalten können. 

Daß dieses Eesultat allgemeinere Bedeutung hat, wird 
später erhellen. Wir wollten nur an einem Beispiele den 
Nutzen der natürlichen Koordinaten vor Augen führen. 

Aber auch die Parallelkurven sind in sehr einfacher Weise 
mittels natürlicher Koordinaten aufzustellen. Sind ^, s 
die Koordinaten der Grundkurve, Äj , s^ die der Parallel- 
kurve, t = ti der Tangentialwinkel, so hat man die leicht 
verständlichen Gleichungen Äi = Ä+c, ds^^^idr =^ ^dr 
+ edT oder 

(12) «i=«+C, »i = » + CT+fc. 

Man sieht, wie man mittels dieser Gleichungen (12) aus 
der Darstellung der regulären Astroide die der schiefen 
erhält. In (8) ist nämlich d) mit r zu identiCLzieren; die 
Bogen sind in umgekehrter Eichtung gezählt. 

82. Wir wollen nun noch einige Kurven ableiten, die in 
direktem Zusammenhange mit der regulären Astroide stehen, 
zunächst ihre Eeziproke in bezug auf einen Kreis um den 
Anfangspunkt. Setzen wir u = x, v = y , w = —r^ (c = 0) 
in (5*), so erhalten wir 

(13) {x^ + y^)r^ = a^x^y^ . 
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Das ist aber nichts anderes als die gleichseitige Kreuz- 
kurve (Nr. 15). Aus Nr. 78 wissen wir nun, daß die Kon- 
choide dieser gleichseitigen Kreuzkurve in bezug auf ihren 
Mittelpunkt in zwei Kurven (6. Ordg.) zerfallen muß. In . 
der Tat erhält man aus der Polargleichung 

Q ^r^ja Bind cob6 + 1 
die kartesische 

(14) a?2y2(^a _^ yS) == [y2(a?2 ^yS^^^lxyY , 




Flg. 60. 

* 

in welcher l auch im ersten Grade vorkommt. Die aus- 
gezogene Linie der Fig. 60 gibt ein Bild dieser Kurve für 
negatives l , mit reellem vierfachen Punkte im Anfangs- 
punkte (zwei doppeltzählende Tangenten). Für positives l 
erscheint dieselbe Kurve um ^jt gedreht (die strich- 
punktierte Linie der Fig. 60), so daß die vierfache Sym- 
metrie hergestellt wird. Die Bedingung für die Bealität 
des vierfachen Punktes ist Z > 2 r^Ja ; dies stimmt mit 
der Bedingung dafür überein, daß der Kreis um den An- 
fangspunkt mit { als Badius die Kreuzkurve schneidet. 
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Die Fußpnnktskurve der gleichseitigen Kreuzkurve, 
deren Gleichung wir früher ailf stellten (Fig. 11), muß nach 
dem obigen wieder eine Bichtungskurve sein. In der Tat 
zeigt der Augenschein, daß ihre ParaUelkurve zerfallen 
muß, da sie wie die Astroide 4 Spitzen hat. 

iN'immt man die Inverse unserer Kreuzkurve in bezug 
auf denselben Krßis vom Badius r , der schon zur Bildung 
der Kreuzkurve als der Polarreziproken der Astroide diente, 
so ergibt sich die schon als regelmäßiges Vierblatt bezeichnete 
Kurve 

(15) ^ = asinöcosö 
oder in Punktkoordinaten 

(16) {x^ + y^Y=^a^x^y^ . 

Diese Kurve muß als Inverse der Polarreziproken die Fuß- 
punktskurve der Astroide in bezug auf den Mittelpunkt 
sein. Man erhält wirklich die Gleichung (16) auf dem schon 
in Nr. 15 angewendeten Wege. Das Vierblatt (Quadri- 
folium) ist erster Kategorie in bezug auf den Mittelpunkt. 
Wir sehen in der Tat, daß die Kurve q = asinöcosö + 1 
für den Wert Z=+|a je eine Doppeleilinie vorstellt (Nr. 46). 
Denn die beiden Gleichungen werden q = ^asin*(-J^ jr + 6) 
und Q =- —\awi^(\n — 6) . Die ganze Konchoide besteht 
also aus zwei Kurven 6. Ordg., die für ? = ^ a zu zwei 
kongruenten Doppeleilinien werden. 

83. Statt für das Vierblatt einzeln das Flächenintegral 
aufzustellen, wollen wir dies gleich für die ganze Familie der 
»Bosenkurven« (Bhodoneen) tun, zu denen es gehört. 
Diese haben die allgemeine Gleichung in Polarkoordinaten 

(17) ^ = msin/iö 

oder auch, wenn man 6 = jr/2 /ll — co setzt, 
(17*) Q = wcos/ia> . 

Ist /i hier eine IrrationalzaM, so geht die Kurve unend- 
lich oft durch den Pol; ist al3er jul eine rationale Zahl, so 
ist die Kurve algebraisch und besteht aus einer Anzahl 
von Blättern, die für jul glei()h einer ganzen Zahl nicht über- 
einandergreifen. Im letzteren Falle ist die Anzahl der 
Blätter 2/i für gerades /i, nur /ll, wenn /i ungerade ist. 
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Bin solches Blatt beginnt für (17) bei ö = und endigt 
bei 6 = njfjL . Das Maximum des Eadiusvektors liegt bei 
ö = nß II . Da q für B^ — nftt fi — (x und öj = nj2 /^ + öc 
denselben Wert wcos/xä annimmt, ist das Blatt gegen 
den Maximalradius symmetrisch. Setzt man in (17) statt 6 
den Wert d + njcl/x, so erhält man wieder die ursprüng- 
liche Gleichung, eventuell mit einem Minuszeichen auf der 
rechten Seite. Daher sind alle Blätter kongruent. 

Der Flächeninhalt eines solchen Blattes ist nun 

(18) /■ = i m^lsinV dd0^^, 



d. i. der /x*® Teil des Kreisquadranten vom Badius m . 
Diesen Satz stellte schon Guido Geandi auf, der die Eosen- 
kurven zuerst einer näheren Betrachtung unterzog^"^). Ein 
Blatt des Vierblattes ist demnach gerade der Hälfte eines 
Kreisquadranten gleich. 

Zusatz. Der Leser möge den zweiten von Gbandi aufgestellten 
Satz selbst beweisen : Beschreibt man mit dem zu dem Winkel Ji/i fi 
gehörigen Eadiusvektor einen Kreisbogen, so schneidet dieser von 
dem Blatt der Kurve ein Möndchen (Zweieck) ab, das die elementar 
quadrierbare Fläche m*/4ia hat. 

84. Daß die Eosenkurven ebenfalls zyklische Kurven 
sind, werden wir später sehen. Wir geben daher auch jetzt 
keine allgemeine Erzeugung an. Erwähnt sei nur noch, daß, 
wie zum Vierblatt die Kreuzkurve, so zu jeder Bosenkurve 
als Inverse eine andere Kurve gehört von der Gleichungsform 

(19) Q == m/sin/x 6 . 

Diese Kurvengattung nannte A. Aubry »Ährenkurven« 
(6pis)®®). Zu ihnen gehört außer der Kreuzkurve für /i = 2 
von Kurven mit eigenem Namen die Trisektrix von de Long- 
CHAMPS für /ji = 3 (s. "Nt. 30). Die zugehörige Eosenkurve 
mit der Gleichung ^ = wsin3 ö, das sogenannte »reguläre 
Dreiblatt« öder »Kleeblatt« wird uns bald begegnen (Nr. 105). 
Ferner ist eine Ährenkurve die Trisektrix des Maclaurin für 



*') Zuerst in Briefen an Lei^kiz (1713), dann in dem Werk- 
chen „Flores geometrid ex rhodonearum et claeliarum descriptione 
resiUtantes", Florenz 1728. 

««) Joum. math. sp6c. (4) 4, 1895, S. 201. 
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/i = ^ (s. Nr. 28). Die Eosenkurve ^ = w sin^ ö , die ihr 
invers entspricht, ist eine Quartik vom Aussehen einer 
Pascalschen Schnecke, aber mit Doppelpunkten in den 
Kreispunkten statt der Spitzen. Für /x = 1 ergibt sich Ge- 
rade bzw. Kreis als Ähren- und Eosenkurve. 

Eine Verallgemeinerung des Vierblattes ist diejenige 
Fußpun^tskurve der regulären Aistroide, deren Pol auf der 
Halbierungslinie des Winkels zweier Spitzentangenten hegt. 
Sie heißt wegen ihrer Gestalt »Skarabäe« oder »Käferkurve«, 
hat aber sonst keine große Bedeutung. iN'atürlich zerfällt 
auch die Konchoide der Skarabäe, da diese eine Kurve 
erster Kategorie sein muß. 

§ 17. Projektive Astroiden. 

85. Wenn wir die reguläre Astroide irgend einer Pro- 
jektion unterwerfen, so erhalten wir immer eine Kurve 
4. Klasse mit drei Spitzendoppeltangenten, die wir kon- 
sequenterweise »projektive Astroide« nennen. Wir werden 
demnach, um diese Kurven allgemein zu erzeugen, nur 
den § 4, der von den Quartiken mit drei Inflexionsknoten 
handelt, ins Dualistische umwerten müssen. 

Zu diesem Zwecke gehen wir von einem auf ein Polar- 
dreieck bezogenen Kegelschnitte 

(1) K = I ^^^^ + öCg a?i + «3 a?l = 

aus und bestimmen zu irgend einem Punkte P(fi , f^ > fs) 
von K die Polare in bezug auf das als Kubik betrachtete 
Fundamentaldreieck 

(2) A ^ x^x^ x^ =0 . 

Diese hat flie Gleichung 

(3) T = x^ fr' + ^2 ^2-' + ^3 fs"' « . 

Durchläuft P den Kegelschnitt K , so hüllt T eine Kurve 
ein, deren Gleichung in Linienkoordinaten man erhält, 
indem man aus den Gleichungen i^w» = fr' > "^o ^t <ü® 
Koordinaten von T sind, und der Kegelschnittgleichung 

8 

y\0Ci f? = die Si und i? eliminiert. So ergibt sich 
1 

(4) A ^ OCiUi^ + «2 U2^ + «8 ^s"^ '^ 
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oder 

(4*) A = (Xiulul + «2 ulul + «8 ^1^1 = 

als Gleichung der Kurve. Um (4) zu Punktkoordinaten 
zu transformieren, bilde man die Koordinaten des jeweiligen 
Berührungspunktes Q '&Xi = — 2 a< wf ^ = i>'a< f? und setze 
die Werte von {< wieder in (1) ein. So kommt 

(5) A ^ «ta?i + «ta?2 + «fa?! = , 

oder in icationaler Form 

(5*) A ^ («lÄPi + «2 a| + «8 a|)^ — 27 a^a^ «s a^a^a^ = . 

Aus (4'*') oder (5*) erkennt man die drei Fundamental- 
seiten als Spitzendoppeltangenten; die Spitzen liegen in 
den Punkten, wo die Fundamentalseiten von K geschnitten 
werden. 

86. Wir wollen hier aber auch die Doppelpunkte be- 
stimmen. Für diese müssen die drei Bifferentialquotienten 
dAjdxi verschwinden. Das gibt die Gleichungen 

|(ai(p? -f <X2 a^ -f «3 a?i)* — 9 «2 «8 «^^ = , 
(«lü^ + Ä2 a^ + Äj a^)^ — 9 öCj «1 a^aj? = , 
Ko^ + «2 ^ + «3 ^)^ — 9 «1 ^2 ^^2 = , 

die offenbar durch das Wertesystem 
(7) «ia?? = a2«l = ^8^ 

erfüllt werden. Demnach gibt es vier Doppelpunkte mit 
den Koordinaten 

(7*) a?i : a?2 : a?8 = ^r* • + «2"* '• ±«3"* . 

iN'ach den Plückerschen Formeln ergibt sich hiernach aus 
der Ordnung 6 dieser Kurven wirklich die Klassenzahl 4 
(6.5-6.3-4-2 = 4). 

Zusatz. Ist das Polardreieck A^Ä^A^ , so erhält man die Polare 
von P, indem man^ wie in Fußnote *•) angedeutet, Pili, -P-4,, FA^ 
zieht, an jeder Ecke den vierten harmonischen Strahl bestimmt und 
diesen mit der Gegenseite ia E^, E^, E^ zum Schnitte bringt. 
Diese drei Punkte liegen dann auf T. Die drei Geraden AiEk haben 
nun die Gleichungen aj^ ff ^ + «g ^2"^ = 0, «, fi"^ 4- acgf,"^ = 0, a;^ f,"^ 
4. 0^1 ff ^= 0. Sie bilden selbst ein AB^B^B^, dessen Ecken die 
Koordinaten haben — fi, f«, faJ ^i> ^fa> fs» fi> ^2» — fs ^i»d 
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also mit' P auf K liegen. J^f A^, Ä^ sind dann die Diagonal- 
punkte des durch P, B^, B^, B, bestimmten vollständigen Yierseits* 
Legt man nun in B^,B^,B^ die Tangenten an K mit den Gleichungen 

(— «1 f 1 + «8 f a + «8 h) («1 ^1 — «8 ^8 + «8 f ,) («1 f 1 + «8 f 8 ^ «8 h) == , 

SO entsteht ein neues Dreieck C^ (7, C, ^ dessen Ecken die Koordi- 
naten haben 

0, («8f8)-S Kfa)-^ K«-S 0, Kf,)-^; Kf,)-S Kfj-s 0. 




Flg. 61. 



Dann haben die Verbindungslinien B^C^, ^t^tt -^8^8 ^z^- ^^ 
Gleichungen 

«. ^(«. ff' + ». fr') - «. f8('f. f.-' + «i fr') = , 
«. fK*. fr' + «. f.-') - «1 f?(*i fi"' + a^ fi"') = , 
«1 ^(«b f.-' + «i ff') - «. ^K fr' + «. f.-') = . 

Bekanntlich laufen diese drei Geraden durch einen Punkt Q . Man 
findet für ihn die Koordinaten «i ff > c<t^> <Xa f| • Demnach ist 



128 m. Abschnitt. Kurven mit kinematischer Erzeugung. 86,87. 

dieser Punkt mit dem Berührungspunkte von T identisch. Daher 
kann man die oben gegebene Erzeugtmg so aussprechen^*): 

M B^B^B^ auf einem Kegelschnitt K, den ein veränderliches 
Frojektionszentrum P durchläuft, die jedesmalige Projektion eines festen 
Polardreiecks ä^ä^ ä^, und C^ C^ C^ das Dreieck der in B^, Bg, B, an K 
gelegten Tangenten, so umhülli die Perspektivitätsachse T der Drei- 
ecke A^ A^ A^ und B^ B^ B^ eine projektive Astroide, während der je- 
weilige Berührungspunkt Q auf T durch das Perspektivitätszentrum 
der Dreiecke C^C^C^ und B^B^B^ gegeben ist. 

87. Bezüglich der durch Gleichung (5) dargestellten 
Kurvenformen müssen wir, wie früher, unterscheiden, ob 
alle drei Fundamentalseiten reell sind, oder nur eine. Ist 
das erstere der FaU, so ist der Kegelschnitt K nur reell, 
wenn eines der oci negativ ist. Es sind dann 4 von den 
6 Spitzen, aber kein Doppelpunkt reell. Setzen wir nun 
etwa a?i = a? , x^ = y , a?3 = « , wobei die x- und y-Achse 
schief zueinander sein mögen, 2; » die unendlich ferne 
Gerade bedeutet, so ist der Kegelschnitt K auf konjugierte 
Durchmesser bezogen. Das Polardreieck besteht aus den 
beiden Achsen und der unendlich fernen Geraden, und die 
Konstruktion läuft darauf hinaus, daß zwischen zwei Ge- 
raden (den Achsen) zu jedem Durchmesser des Kegel- 
schnittes eine parallele Strecke gleich der halben Länge 
des Durchmessers gezogen wird. Wir überlassen diese Fest- 
stellung dem Leser. Macht man die Länge gleich dem 
ganzen Durchmesser, wie dies A. Amesedeb tat, der diese 
Erzeugung zuerst angab ^^), so erhält die Kurve doppelte 
Dimensionen. Die Gleichung dieser Kurven ergibt sich 
aus (24), wenn a , b die Halbachsen des zugrunde liegenden 
Kegelschnittes sind, als 

(8) {xla)i + {yjh)i = 1 , 

ganz gleichgültig, welchen Winkel die gegebenen Achsen 
einschließen. Geht man von einer Hyperbel aus, so ist 
nur 6* negativ zu nehmen. 

Sind die Achsen rechtwinklig, so stellt, wie wir wohl 
als bekannt voraussetzen dürfen, (27) die Gleichung der 
Evolute eines mit dem Grundkegelschnitte ähnlichen, aber 



«•) G. KoBER in Z. math. Unterr. 38, 1907, 278. 
•ö) Archiv Math. Phys. 64, 1879, 177—181. 



87, 88. § 17. Projektive Astroiden. 129 

um 90^ gedrehten Kegelschnittes dar^^). Die Halbachsen 
des zu (8) als Evolvente gehörigen Kegelschnittes sind 
nämlich 

a' = a l^lih^ - a2) , V ^ a^ lj{h^ - a^) , 

so daß a^jV = hja ist. Die besonderen Eigenschaften dieser 
Evoluten kann sich der Leser aus unserer allgemeinen Ent- 
wicklung entnehmen. Wir möchten nur darauf hinweisen, 
daß bei der Hyperbelevolute die Spitzen auf der y -Achse 
imaginär, dafür aber die unendlich fernen reell sind, so zwar, 
daß sich die Züge des ersten und dritten, sowie des zweiten 
und vierten Quadranten zu je einer Spitze mit der unend- 
lich fernen Geraden als Tangente vereinigen. 

Nimmt man als GrUndkegelschnitt einen Kreis, so 
kommt man durch Anwendung der projektiven Konstruk- 
tion auf die reguläre Astroide und deren gewöhnliche 
metrische Erzeugung zurück. 

Bern. Zu derselben Kegelschnittevolute gehören auch alle Par- 
allelkurven des Kegelschnittes als Evolventen. Da der Kegelschnitt 
keine Eichtungskurve ist, gehören die Zweige mit positiv und 
negativ gleichem Abstand ein und derselben Kurve an. Ihre 
Gleichung in Linienkoordinaten ist nach Nr. 76 leicht aufzustellen. 
Fig. s. Alg. K. S. 288. 

88. Da die Evolute der EUipse aus der regulären 
Astroide durch die (affine) Transformation ys = Va' ^I<^ 
hervorgeht, ist die Fläche der Kurve 

(9) /£ = — •/^i = — -g-a^Tr^f a&jr . 

Bei schiefen Achsen ist dieser Wert noch mit dem Sinus 
des Achsenwinkels zu multiplizieren. 

Auch das Bogenelement der Kegelschnittevoluten ist 
durch elementare Funktionen darstellbar. Aus (8) ergibt sich 



**) Vgl. die Note des Verfassers: Die Evoluten der Kegelschnitte^ 
Z. math. Unterr. 37, 1906, 249—252. Zeichnungen dieser Evoluten 
z. B. bei W. Fr. Mkybr, Di1f,-R., S. 175, Sbrbbt-Sohbffebs, Bd. I., 
S. 381. 

WiELEiTNEB, SpozieUe ebene Kurven 9 
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*° (J^)'-' + (l>*( l)' -'+(!)*$ -(!)'. 

ds = a-^x-i^h^ai + (a« - h^)xidx [x = at^] 

Hieraus erhält man 

(10) 8{a^ - 6«) = {[6« + (a* - 6«) «*]* - 6»}o • 

iN'immt man hier t^ay so ergibt sich für einen Quadranten 
die Länge (a* — h^)l{a^ — 6*) , woraus für den Quadranten 
der regulären Astroide wieder f a folgt; 

Zusatz. 1. Die Evolute der Ellipse kann als Enveloppe eines 
Systems von Ellipsen x*lm* 4- y*/*** = 1 betrachtet werden, wenn 
die Halbachsen m, n der Bedingung genügen q> ^ mja + n/6 — 1=0. 
Setzt man x = mcosii, y = nsinu^ so hat man nach dem Czu- 
berschen Verfahren**) die Funktionaldeterminante zu bilden 

d(x, y, y) Dies ergibt 

d(Uy m, n) 



z= — sm' u =- cos*tt = . 

a 



— msinii ncostt 
oosu 1/a 

sint« 1/6 

Also kann man setzen sin'u = i^ • n/6 , cos'u = ^ • mia , ^ = mfa 
-\- njh = 1 . Hieraus folgt x = m^/a* , y = n^jh^ oder m = x^a^ , 
n=^y^h^ . Setzt man diese Werte in die Bedingungsgleichung, 
so erhftlt man in der Tat (a;/a)' + iyjh^ = 1 . Die reguUlre Astroide 
ist demnach die Einhüllende eines Systems von konzentrischen, 
koaxialen Ellipsen bei konstanter Summe a der Halbachsen*"). 
Der ganze Satz ist aber in einem viel allgemeineren über sym- 
metrische Dreieckskurven enthalten (Nr. 256, Zus.). 

2* Es ist nicht schwer zu beweisen, daß die Diakaustik einer 
Geraden die Evolute einer Ellipse ist, die den leuchtenden Punkt 
und dessen Spiegelpunkt zu Brennpunkten hat (Salmon Fibdlbb, 
Höh, IT., S. 126/7). 

89. Wir haben noch ein Wort zu sagen über den 
Fall, daß zwei der Seiten des Fundamentaldreiecks in 
Gleichung (24*) konjugiert imaginär sind. Sei etwa 

a?i = JTi + 1 jr2 , ^ = Xi — t ^2 ? ^ = ^8 > 



»•) Arch. Math. Phys. (3) 2, 1902, 118-122; Alg, K. S. 49— B2. 
*^ DssaBAKaES, Nouv. Ann. Math. (1) 20, 1861, 351. 
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dann muß, wenn die Kurve reell sein soll, «i = «2 = ^ 
(«3 = ß) sein und es lautet ihre Gleicliung 

(11) B = [2a(jr? - xl) + ßxlf - 21(K^ß{xl + xlfxl = 0. 

In diesem Falle sind nur zwei Spitzen reell (auf x^ = 0), 
aber auch zwei Doppelpunkte (auf JTg = , wenn a > , 
^ > ; auf JTi = , wenn a > , ^8 < 0) , wie man aus 
(7*) ersieht. 

Um eine typische Form zu ejrhalten, setzen wir etwa 
jTi = 1 , x^=y , x^ = X für rechtwinklige Koordinaten, 
^ = 2 a . Dann bekommen wir aus (11) die Kurve 

(12) C = 4(a?2_y2 + l)3-_27(l+ya)«a?2 = o. 

Diese Kurve C hat auf der y -Achse zwei Spitzen mit der 
Achse als Tangente und den Ordinaten y = ± 1 ; auf der 
a?- Achse zwei Doppelpunkte mit 

den Abszissen a? = + ^4 und zwei 
einfache imaginäre 'Schnittpunkte 
(a?=±2f), außerdem auf der un- 
endlich fernen Geraden zwei imagi- 
näre Doppelpimkte (y=±fa?y2) 
und noch zwei reelle Punkte mit 
den Asymptoten y == +^x. Die 
beiden übrigen Spitzenpaare hegen 
auf den Geraden y = +i und 

sind natürUch imaginär. Die Kurve B ist eine reelle Pro- 
jektion der durch Fig. 62 wiedergegebenen Kurve C . Be- 
sonders benannte Kurven gehören nicht zu dieser Gattimg, 
die überhaupt noch nicht näher untersucht erscheint. 




Flg. 62. 



§ 18. Die Kardioide und mit ihr zusammenhängende Kurven 

(Sinusspiralen). 

90. Nach dem Exkurs auf die zur regulären Astroide 
projektiven Kurven wollen wir die Umkehrung der ellip- 
tischen Bewegung betrachten. Wir geben dann in der 
festen Ebene A zwei Punkte P , Q und lassen durch diese 
zwei feste Gerade Q und V von A' schleifen. Ist deren 
Schnittpunkt O , ihr Neigungswinkel co (vgl. Fig. 63), so 
ist der Kreis POQ (Mittelpunkt 0') fest und zugleich der 

9* 
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Ort des Momentanzentrtims M , des Gegenpunktes von , 
in der festen Ebene. Wie bei der Astroide findet man 
sodann als bewegliche Polbahn den Kreis um mit OM 
als Eadius, so daß also die Bewegung ersetzt werden kann 
durch das Abrollen eines Kreises mit der Innenseite auf 




Fig. 63. 



einem Kreise vom halben Eadius. Es sind das die Pol- 
bahnen, die wir bei Erzeugung der Pascalschen Schnecken 
fanden. Ifl^ehmen wir in der Tat auf dem Kreise (0) einen 
beliebigen Punkt A , so schneidet OA den Kreis {0 ) in Ä, 
dem Punkte, auf welchen A beim AbroUen einmal zu liegen 
kommt. Lassen wir nun den Kreis (0) rollen, so bleibt 8 



90, 9L § 18. Die Kardioide und verwandte Kurven. 133 

wegen der Konstanz des Winkels (POA) auf dem Kreise (OO 
fest und OA ist immer gleich OM , Daher beschreibt A 
gemäß der konchoidalen Erzeugungsweise eine Kardioide, 
jeder andere Punkt der Geraden OA eine Pascalsche Schnecke. 

Die Frage nach der Einhüllenden irgend einer (Jeraden 
der Ebene beantwortet sich im Anschluß hieran leicht. 
Jede Gerade OA durch hüllt einen Punkt 8 des festen 
Kreises ein {MS ist immer _LOJ.), jede Parallele zu OA 
umhüllt demnach einen Kreis um S, da ihr Berührungs- 
punkt auf M8 liegt (vgl. Zus. 2 in ^t. 59). AUe Ge- 
raden der Ebene erzeugen also bei der »kardioidischen 
Bewegung«, wie man die betrachtete oft nennt, Kreise, 
bzw. Punkte, wenn sie durch gehen. 

91, Der Kardioide woUen wir, wie in I^r. 60 an- 
gekündigt, noch etwas näher treten. Jfehmen wir 0^8 
als Polarachse, 8 als Pol, so ist die Gleichung der Kar- 
dioide bei der angenommenen Lage 

(1) Q=:2r — 2r cosö = Ar&m^e . 
Hieraus ergibt sich (is = 4rsin|^ödö, also 

(2) s = — Srcos^Ö, 

wenn man die Bogen von dem der Spitze entgegengesetzten 
Punkte der Kurve aus zählt. Die Gesamtlänge der Kar- 
dioide ist also 16 r ^*). 

Für den Krümmungsradius erhält man 

(3)- « = |rsiniö, 

so daß wir die natürliche Gleichung der Kardioide in der 

Form bekommen 

(4) 9^^ + 8^=^{8r)K 

Wir merken einstweilen an, daß diese an die EUipsen- 
gleichung erinnernde Gleichüngsform aUen Zykloidalen 
eigentümlich ist (vgl. die Gleichung der Astroide (9) in 
Nr. 80). 

Zusatz. Aus Gleichung (4) erhält man durch Differenzieren 
^d^ld8 = -is. Daher ist für die Evolute nach Nr. 81 (10) 
^^ = ~-^8f 8^ = ^ und durch Substitution in (4) ergibt sich die 
Gleichung g ^j ^ ^2 ^ (j^)2 , 

•*) Zuerst gefunden von de la Hibe in d. Abh. Des con- 
chöides en genSral, M^m. Ac. Sc. 1708, Paris 1730, 32—60, 
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Also ist die Evolute der Kardioide eine Kardioide von i der 
Dimensionen der Grundkurve. Und damit ist der Satz: „X>ta £ato- 
kaustik des Kreises für einen leuchtenden Punkt der Peripherie ist eine 
Kardioide^* bewiesen (vgl. Nr. 66^ Zus. 2). 

92, Für den Winkel /i zwischen Tangente und Eadins- 
vektor ergibt sich tgyte = qIq'= tg^ 6 , also jLi = ^d, Ferner 
ist die Projektion des Krümmungsradius auf den Badius- 
Vektor gleich Ä sin^ ö = f r sin^^^ ö = |- ^ . Diese beiden 
Sätze erinnern an ähnliche bei der Bernoullischen Lemnis- 
kate (NTr. 13). Wir sagten dort, solche Sätze seien für 
Sinusspiralen charakteristisch. Da wir nun schon zwei 
Beispiele haben, wollen wir die allgemeine Gleichung der 
Sinusspiralen xmd die Verallgemeinerung der eben er- 
wähnten Eigenschaften angeben. Die Sinusspirale ^^) vom 
Index n ist definiert durch die Polargleichung 

i_ 
(5) Q = asm^n0 



= acos*»nQ), wo o} = ~ 

' 2n 



Für die Bemoullische Lemniskate ist demnach der Index 

n = 2 , für die Kardioide n = ^. Allgemein hat man 

— -1 
nun ^' = asin« nOoo&nOy folglich qfq' ^tgnO oder 

(6) fjL^ne. 

Dreht sich also der BadiusveTctor gleichförmig um den Pol, 
80 dreht sich die Ta/ngente {oder Normale) mit n-facher Oe- 
schwindigTceit gleichförmig um den, Berührungspunkt, 

Für den Krümmungsradijis erhält man durch leichte 
Bechnimg 

(7) « = -4-Tasin«"^nö. 

^ ' n -Hl 

Projiziert man nim den Krümmimgsradius auf den Badius- 
vektor, bildet also ^ =?= Äsin/i « Äsinn d , so ergibt sich 
ohne weiteres 

(8) %:Q^l:{n + l), 

d. h. die Projektion des Krümmungsradius auf den Radius- 
veTctor steht zu diesem in Tconsta/ntem Verhältnis. 



'^ So genannt wurden die Kurven von HIton de la GK)u* 
PiLLiÄBBy Nouv. Ann. math. (2) 15; 1876; 97. Doch wurden die 
Kurven schon von Maolaubin betrachtet. 
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93. Wir wollen noch eine kleine WeUe mit den Sinns- 
spiralen uns beschäftigen, um einige weitere ganz nahe 
li^ende Eigenschaften zu behandeln. Zunächst werde die 
natürliche Gleichung in ihrer allgemeinen Form aufgestellt. 

Da ds = asin" nOdO ist, so hat man noch dO durch 9 
und d^ auszudrucken, um schließlich die gewünschte 
Oleichung zu erhalten 



(9) 




Der Leser möge sich selbst überzeugen, daß für n = 2 
bzw. n = ^ hieraus die angegebenen Gleichimgen für die 
Bemoullische Lemniskate und die Kardioide folgen. 

Invertiert man eine Sinusspirale in bezug auf ihren 
Pol, so kann man das Besultat schreiben 

(10) Q = a cos *» (— n co) . 

Die Inverse ist demnach eine .Sinusspirale mit dem 
negativen Index der ursprünglichen. Wir kennen die In- 
versen der Lemniskate imd der Kardioide. Die erstere 
ist eine gleichseitige Hyperbel, die zweite eine Parabel. 
Diese beiden Linien sind demnach Sinusspiralen mit dem 
Mittelpunkt bzw. dem Brennpunkt als Pol und den In- 
dizes n =» —2 , bzw. n *= — ^ . Daraus ergeben sich die 
natürlichen Gleichungen für die gleichseitige Hyperbel und 
die Parabel in der Form 



(11) s 



= 1 f ^^ s = -f 



d^ 



ywa)*-i ' V ywi>)*-i ' 



wo bei der Parabel 2a = p gesetzt wurde. 

Der Leser .wird auch gleich bemerken, daß für die 
Indizes 1 und —1 der Elreis imd die Gerade mit den 
Gleichungen ^»asind und gsmO^^a als Sinusspiralen 
auftreten. 
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94. Aber wir haben noch eine andere interessante 
Sinusspirale bereits kennen gelernt, das ist die Tschirn- 
hausensche Kubik, deren Gleichung lautet [^t. 34 (9)] 

(12) Q = aco&-^0 . 

Sie entspricht daher dem Index n = —^ . Eine neue 
Kurve ergibt sich, wenn wir zur Tschirnhausenschen Kubik 
die Inverse bestimmen. Diese hat dann die Gleichung 

(13) Q = a cos^^ 
oder in Punktkoordinaten 

(14) [4(ic2 + y2) -axY = 27 a^x^ + y^Y . 

Es ist dies also eine Potenzkurve 6. Ordnung. Sie 
wurde von Archibald »CAYLEY-Sextik« genannt, welchen 
Namen wir beibehalten wollen ^^). Setzt man X'\-iy = i^ 
X — iy = rj und führt eine dritte Variable C ein, so lautet 
die Gleichung 

(14*) [4.Srj-iaH-iar}CY = 21a^PflH'. 

Hieraus ist ersichtlich, daß der Anfangspunkt und die 
beiden imaginären Kreispunkte ganz dieselbe EoUe auf 
der Kurve spielen. Sie sind nämlich aUe dreifache Punkte 
und zwar solche, für die die drei Tangenten koinzidieren 
(Spitzpunkte). Denn die Tangenten jedes auf der Kurve 
liegenden Punktes sind immer durch die niedrigsten Glieder 
in den beiden in Frage kommenden Variabein -gegeben. 
So findet man hier (f + rj)^ = x^ , (4f — aC)\ {Arj — aO^ 
als Tangententripel. Außerdem hat die Kurve auf der 
a?- Achse noch einen Doppelpunkt für x == a (s. Fig. 63). 
Da ein Spitzpunkt für zwei Spitzen und einen Doppel- 
punkt zählt, ist die Klasse der CAYLEY-Sextik y = 6 • 5 
-6.3-4.2 = 4. 

95. Der Leser mag aber wohl schon einige Zeit denken, 
wir entfernten uns allzuweit von der Kardioide. Es wird 



®*) Weil Cayley sich mit ihr viel beschäftigte in seinen 
Arbeiten über Kaustiken, bes. Phil. Trans. 157, 1867, 7—16 = Coli. 
Pap. 5, 454-— 464. S. die sehr lesenswerte Diss. von R. C. Arohi- 
BALD ff The Cardioide and some of its related curve^" Straß bürg 
(J. Singer) 1900. Dort ist eine Fülle von Beziehungen der be- 
kanntesten Kubiken und Quartiken untereinander angegeben, mit 
reichen bibliographischen Noten, 
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sich aber sofort herausstellen, daß dies nicht der Fall ist. 
Wir müssen uns zuvor nur noch die Fußpunktskurven der 
Sinusspiralen, in bezug auf den Pol natürlich, etwas 
näher ansehen. Nennen wir die Polarkoordinaten für den 
Fußpunkt Q eines Lotes auf die Tangente eines Kurven- 
punktes P Q und (b (Fig. 64), so ist q = q sinn 6 und 

{ü = (n + l)ö-— ^tt; daher nO •= — Trri^ + i ^) ^^^ ^^ 

n + l 

für P Q sinn 6 gemäß (5) gleich asin *» (nö) wird, schließ- 
lich, wenn man noch cb + ^ji = (b 
setzt, die Gleichung der Fußpunkts- 
kurye 

n + l 



(15) ^ = asin» (-^d>). 




Fig. 64. 



Daher der Satz: Die FußpunhtsJcurve 
des Poles einer Sinusspirale vom Index n 
ist eine Sinusspirale vom Index n/{n + 1). 
Setzt man n/(n + 1) = v , so ist 
n = v/{l — v) der Index der ersten 
negativen Fußpunktskurve. Gehen 
wir also vom Kreise mit dem Index 1 aus, so erhalten wir 
folgende Eeihe von Indizes für die sukzessiven Fuß- 
punktskurven des Kreises in bezug auf einen Punkt 
seiner Peripherie 



(16) 



-4 



-3 



i 



-2 



CX) 







i 



1> 



Diese Eeihe setzt mit einem Schlage alle unsere bisherigen 
Betrachtungen zur Kardioide in Beziehung. Allerdings 
sehen wir, daß wir als Ausgangspunkt besser den Index c» , 
den wir dem Punkte zuweisen müssen, genommen hätten. 
Dann lautet die Eeihe folgendermaßen 



(17) ... 



Die CAYLEY-Sextik ist demnach die (erste positive) 
Fußpunktskurve der Kardioide in bezug auf die Spitze, 
die Tschirnhausensche Kubik die fünfte negative Fuß- 
punktskurve. Zueinander invers sind überhaupt immer 



Tschimh. 
Kubik 


Pa- 
rabel 


Ge- 
rade 


Punkt 


Kreis 


Kar- 
dioide 


Cayley- 

Sextik 
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zwei von der Mitte gleichweit abstehende Kurven der 
Eeihe (17). Bie Eeihe gibt außerdem ein hübsches Bei- 
spiel für eine alternierende Folge von Eichtungsknrven 
und Kurven erster Kategorie. Die Tschimhausensche 
Kubik und die CAYLEY-Sextik sind Eichtungskurven (mit 
zerfallender Parallelkurve), ebenso Gerade und Kreis; die 
Parabel und die Kardioide sind erster Kategorie (mit zer- 
fallender Konchoide). Da die Fußpunktskurve die Inverse 
der Polarreziproken ist, haben wir den weiteren Satz: Die 
Polarrezvproke der Kardioide in hezug auf einen Kreis um 
die Spitze ist eine Tschimhausensche Kubilc. Wir über- 
lassen es dem Leser, diesen Satz direkt zu bestätigen. 

96. Des weiteren wollen wir nun eine zweite Erzeu- 
gung der Kardioide mittels zweier rollenden Kreise aus 
der ersten herleiten. Diese wird uns mit Leichtigkeit auf 
eine andere mit der Kardioide in engem Zusammenhang 
stehende Kurve führen. Zwar wird diese zweite Erzeu- 
gung sich bald als eine ganz allgemeine Eigenschaft der 
Zykloidal^n ergeben, aber wir bitten den Leser überhaupt, 
diesen Abschnitt als Vorbereitung und Entlastung des 
folgenden nehmen zu wollen. Verbinden wir nun in 
Fig. 63 den erzeugenden Punkt A mit Jf , so schneidet 
diese Gerade (die ÜSTormale zur Kardioide ist) den Grund- 
kreis in einem weiteren Punkte Jf' , dem Mittelpunkte 
von MÄ . Der Kreis (O'O nun, der den Grundkreis in M^ 
berührt und denselben Eadius hat wie dieser, geht, da 
00'0''A ein Parallelogramm ist, durch A . Die Kardioide 
kann demnach auch durch das EoUen eines Kreises auf 
einem gleichgroßen erzeugt werden. 

ÜSTach dieser FeststeUung betrachten wir 8 als leuchten- 
den Punkt und suchen die Katakaustik der Kardioide in 
bezug auf die Spitze. Ist 8A der leuchtende Strahl, 
< 8A M = oc der Einfallswinkel, so geht der reflektierte 
Strahl, da AO'MM'^ AO''AM\ durch O'' und ist also 
immer mit dem Durchmesser AA' des rollenden Kreises O" 
identisch. Da sein Berührungspunkt B mit der Enveloppe, 
der gesuchten Katakaustik, durch das Lot von M' aus 
ausgeschnitten wird und demnach immer auf dem Kreis 
über Jf' 0'' als Durchmesser liegt, so finden wir, daß B 
eine Kurve (Epizyklöide) beschreibt, die entsteht, wenn 
auf einem Kreis (OO dn Kreis von den halben Dimensionen 
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außen rollt. Diese Kurve ist also die gesuchte Kata- 
kaustik. Sie hat offenbar zwei reeUe Spitzen in 8 und 
dem Gegenpunkt von 8 auf (O^. Wir nennen sie mit 
Pboctor^'O wegen ihrer Gestalt »Nephroide« (<5 vetpgds 
= die Niere), wenngleich dieser Name auch gelegentMch 
anders verwendet wurde. Die Gleichxmg der Kurve wer- 
den wir nachher aufstellen. Hier müssen wir zunächst 
noch folgende Bemerkungen machen. 

97. Zieht man durch 0'' eine Parallele CO'' zur Achse 
der Kardioide, so ist der <^, den sie mit O'O'' bildet, 
so groß wie ^80'0'\ also auch gleich ^M'O'M und 
^0'0''A. Beschreibt man also um 0' mit 0'0''=«2r 
als Eadius einen Ereis, so' ist, wenn man 00^^ als Licht- 
strahl betrachtet, 0''A , d. i. der die Nephroide einhüllende 
Durchmesser des Kreises (O^O 9 ^^^ zurückgeworfene Strahl. 
Die Nephroide ist daher auch die Kaitäkat^tilc eines Kreises 
für parallel eintretende 8rahlen, Diese Tatsache kann man 
in jeder Kaffeetasse beobachten. 

Aber auch mit der CAYLEY-Sextik ist die Nephroide 
aufs engste verwandt. Denn verlängern wir A'A bis zu 
dem Punkte F', in welchem das von 8 auf die Kardioiden- 
tangente in A gefäUte Lot trifft, so ist, wenn F der Fuß- 
punkt des Lotes ist, 8F = FF' . F beschreibt aber die 
Cayley- Sextik, also F' eine doppelt so große. Die Nor- 
male in J* an die GAYLEY-Sextik ist aber nach einem 
früheren Satze (Nr. 66, Zus. 1) die zweite Diagonale des 
durch 8^ F^ A bestimmten Bechtecks. Daher ist F'A die 
Normale der doppelt so großen Sextik in F' . Da nun 
diese eine Nephroide berührt, so sehen wir, daß die 
Gayley'8exti'k eine Nephroide zv/r Evolute hatj d. h. zu den 
Evolventen der Nephroide gehört. 

98; Nun ist aber die Bewegung der Normale M'B 
an die Nephroide um den Punkt M' eine gleichförmige 
Drehimg mit derselben Geschwindigkeit, wie sie der Badius 
O'M' hat; das ist dieselbe Bewegung, wie die des Durch- 
messers A'A . Auch M'B wird daher eine Nephroide ein- 
hüllen; d. h. die Evolute der Nephroide ist wieder eine 
solche von den halben Dimensionen der ursprünglichen 
(in Fig. 63 nicht gezeichnet). Man erkennt auch ohne 



^^ Pbootob, A treatise on the cycloid etc.^ London 1878. 
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weiteres, daß die beiden Nephroiden um 90® gegeneinander 
gedreht sind. Die Gayley-Sextilc ist also auch eine Parallel- 
hurve der Nephroide. Und zwar liegt hier die Sache fol- 
gendermaßen. Diejenige Nephroide, die zu der von F be- 
schriebenen, in der Fig. 63 gezeichneten CAYLEY-Sextik 
als Evolute gehört, ist zu der von AA^ umhüllten homo- 
thetisch in bezug auf S und von den halben Dimensionen, 
hat also ihre beiden Spitzen in 8 und 0% ihren Mittel- 
punkt in N , dem Mittelpunkt von 80\ Die Evolvente 
dieser nicht gezeichneten Nephroide hat denselben Mittel- 
punkt N, dieselben Dimensionen wie die von AA' ein- 
gehüllte, hat aber ihre Scheitel auf der Achse der Kar- 
dioide, in der Entfernung fr von N j wenn r der Eadius 
des Grundkreises ist. Zu dieser (gestrichelt gezeichneten) 
Nephroide ist unsere CAYLEY-§extik parallel in der Ent- 
fernung fr. Zeichnet sich der Leser eine etwas nähere 
Parallelkurve (am besten geschieht dies durch eine sehr 
enge Folge kongruenter E!reise mit den Mittelpunkten auf 
der Grundkurve), so wird er selbst bemerken, wie der 
Spitzpunkt 8 aus zwei Spitzen und einem Doppelpunkt 
entsteht. Natürlich besteht die ganze Parallelkurve der 
Nephroide immer aus zwei Kurven, die im Abstände fr 
zu CAYLEY-Sextiken werden. Daß diese Sextik eine Eich- 
tungskurve ist, erscheint hiernach selbstverständlich, da 
sie selbst eine Parallelkurve ist (Nr. 78). 

99. Nun müssen wir aber auch die Gleichung der 
Nephroide aufstellen und ihre Charaktere als algebraische 
Kurve bestimmen. Man erhält für die Koordinaten des 
Punktes B {y positiv gerechnet) leicht die Werte 

(18) a? = 3rcos)8 — 2r cos3)8 , y = 2r&iii^ß . 

Eliminiert man aus dieser Parameterdarstellung ß\ so er- 
gibt sich die Gleichung 6. Ordnung 

(19) 4 {x^ + y^- r2)3 = 21r^yK 

Diese zeigt ^chon durch ihre Form {K^ = ju^y^z^) ^ daß in 
den imaginären Kreispunkten (K = , « = 0) Spitzpunkte, 
in den beiden auf der a?-Achse liegenden Punkten des 
Grundkreises Spitzen mit y = als Tangente sind. Setzt 
man in (19) x = und scheidet den selbstverständlichen 
Faktor {y^ — ir^) ab, so findet man noch zwei Doppel- 
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wurzeln y = dzirf^, die konjugiert imaginären Doppel- 
punkten entsprechen. So ergibt sich die Klasse der 
l^ephroide als 6-5 — 6-3— 4.2 = 4. 

• Wir bestätigen diese Zahl durch Aufstellung der 
Gleichung in Linienkoordinaten. Drückt man die Ab- 
schnitte, die der verlängerte Durchmesser AÄ' auf den 
Achsen macht, durch r und ß aus, so erhält man zunächst 
die Paramet§rdarstellung 

(20) 2 r t^ = -"Sin2 )8/sinj8 , 2 r t? = cos2 ßlsinß , 
und hieraus die Gleichung 

(21) 4trH^{u^ + t?2) = [2r2(t*2 + t?2) - l]2 . 

Diese bestätigt wirklich einerseits die Klassenzahl und zeigt 
andererseits durch ihre Form an, daß die I^ephroide 
Eichtungskurve ist. Setzt man rechts statt 1 den Wert 

1 + c^u^ + v^ und radiziert auf beiden Seiten, so erhält 
man schließlich die Parallelkurven in der Form 

(22) 2{r^v± c)2 (t*2 + t?2) =. [(2 r^ - c^) {u^ + v^)'-l]K 

Hieraus entsteht für c = f r die Liniengleichung der 
CAYLEY-Sextik 

(23) r^{2rv ± 3)^ {u^ + v^) = [r^{u^ + v^) + 1]^ . 

Wir stellten schon oben fest, daß auch für sie die Klasse 4 sei. 
Aus der Darstellung (18) erhält man da = 3rsinßy 
mithin 

(24) 8=-—3r GOBß und « = f r sin/S . 

Hieraus bekommt man einerseits für die Gesamtlänge der 
Nephroide 12 r, andererseits die natürliche Gleichung 

(25) .4 «2 + ^2 = (3^)2^ 

wieder die für Zykloidalen charakteristische Form. Die 
Bogen sind hierbei immer von einem Scheitel aus gezählt. 
Die Evolute, die wir oben geometrisch bestimmten, mag 
hier der Leser aus (25) selbst ableiten. Da die Drehung 
der Tangente, bei Erzeugung der ganzen Ifl^ephroide An 
beträgt, ergibt sich nach Formel (12) in 'Nt. 81 für die 
Gesamtlänge der CAYLEY-Sextik 12r + 6r7z. 
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Auch die Fläche der ÜSTephroide ist sehr einfach zu 
bestimmen. Man hat 

2n 2n 

f=\({xdy - yäx) = 3r»fBin'ßdß = |r«{/S - isin2/S}*", 



also f=3r^7i. Demnach ist jedes der über dem Gmnd- 
kreis stehenden Möndchen an Fläche diesem gleich. 

Zusatz. Ohne Beweis fahren wir noch folgende leicht zu 
erhärtende Sätze an: Die Fußpunktskurve der Kardioide in hessug 
auf den Mittelpunkt des Qrundkreises ist die (in Nr. 84 erwähnte) 
Bosenkwrve fwr /i = i, dit Polarreziproke also in bezug auf einen 
Kreis um denselben Funkt eine Maclaurinsche Trisektrix, 

§ 19. Die Steinersehe Kufve (dreispitzige Hypozykloide). 

100. Die Kardioide, deren Betrachtung wir eben ab- 
schlössen, ist eine Kurve 4. Ordnung und 3. Klasse, wie 
wir schon früher (I!^r. 58) feststellten. Sie hat drei Spitzen, 
von denen zwei in den imaginären Kreispunkten hegen 
und eine Doppeltangente mit reeUen Berührungspunkten. 
Wir möchten nun auch hier, wie bei der Astroide, wenn 
auch nicht die ganze Klasse aller zur Kardioide projektiven 
Kurve, so doch eine einzelne höchst merkwürdige Gl näher 
betrachten, die aus der Kardioide durch eine imaginäre Pro- 
jektivität entsteht, die »Steinersche Kurve« ^®). Wollen 
wir diese erhalten, so müssen wir die Doppeltangente der 
Kardioide ins Unendliche legen, aber so, daß die Be- 
rührungspunkte in die imaginären Kreispxmkte fallen; 
dann werden von selbst die imaginären Kreispunkte der 
Kardioidenebene im Endlichen als zwei Spitzen der neuen 
Kurve erscheinen. 

Ohne daß wir diese Transformation ausführen wollten, 
die uns doch nichts über die metrischen Eigenschaften 
der neuen Kurve sagen könnte, gehen wir von einer 
Enveloppenkonstruktion aus, die die wichtigsten Eigen- 
schaften leicht abzuleiten gestattet und sich ohne weiteres 
auf eine uns schon geläufige kinematische Erzeugung 
zurückführen läßt. Es sei ein Kreis vom Eadius 08=^r 
gegeben. Von einem Punkte 8 ausgehend, lassen wir auf 

•«) J. Stkinbb, J. f. Math. 53, 1856, S. 231 ff. 
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der Peripherie zwei Punkte X, Y in entgegengesetzter 
Eichtung, so laufen (Fig. 65), daß 7 die doppelte Ge- 
schwindigkeit hat wie X, Die Enveloppe von XY 
wollen wir bestimmen. Setzen wir <XOÄ = a, so ist 
< /90 7 == 2(x . Die Anfangslage der erzeugenden Ge- 




Flg. 65. 

raden ist offenbar die Elreistangente in 8. Die Ge- 
rade XY bildet mit der Tangente in X an den Kreis 
den Winkel f oc . Wir können daher die Bewegung auch 
so auffassen: Ein Punkt X läuft auf dem Kreise mit 
einer Winkelgeschwindigkeit w ; um ihn dreht sich eine 
Gerade mit der relativen Winkelgeschwindigkeit fw?^®) und 

^) Die absolute Winkelgeschwindigkeit der Geraden ist — ^to; 
d. h. wenn X um a fortschreitet , bildet die neue Lage von XY 
mit der alt^n den Winkel ^ a . 



144 III. Abschnitt. Kurven mit kinematischer Erzeugung. 100, 101. 

zwar im entgegengesetzten Sinne. Wenn wir nun an 
die Erzeugung der Nephroide im vorigen Kapitel uns er- 
innern (auch an die der regulären Astroide), so werden 
wir hieraus den Schluß ziehen, daß wir die Gerade als 
Durchmesser eines Kreises um X betrachten dürfen, der 
auf einem anderen Kreise von f-fachem Eadius, und 
zwar hier — wegen der entgegengesetzten Drehrichtung — 
innen, roUt. Dann muß aber OX = r der dritte Teil des 
Eadius des festen Kreises OM sein. XM ist der Eadius 
des rollenden Kreises, M ist das Momentanzentrum; das 
Lot von M auf XY gibt den Berührungspunkt J5, und 
wir wissen nun schon, daß dieselbe Kurve punktweise 
durch EoUen des um 0' über XJlf = 2r als Durchmesser 
beschriebenen Kreises im Innern des Kreises mit -M = 3 r 
als Eadius erzeugt wird. Da der kleine Kreis auf dem 
großen dreimal abrollt, so werden wir unschwer zu der 
Folgerung gelangen, daß die so erzeugte Kurve in den 
Punkten ^ = 3r, ö = ^jr, ji, —\n Spitzen hat und gegen 
die drei entsprechenden Eadien symmetrisch ist^^^). Die 
Punkte ^ = r, ö = 0, \n^ —\^ sind Scheitel der Kurve. 
In ihnen treffen sich die erzeugenden Punkte X und Y. 

Bern. Denselben Gedankengang benutze der Leser, um direkt 
zu zeigen, daß die Katakaustik eines Elreises für einen Punkt auf 
dem Kreise eine Kardioide ist (Nr. 91, Zus.); femer versuche er auf 
demselben Wege zu zeigen, daß die Einhüllende des zweimal 
reflektierten von einem Punkte des Kreises ausgehenden Strahles 
(die zweite Katakaustik) eine Nephroide ist. 

101. Da XY = 2rsin|a und <XJfB = fÄ, so 
ersieht man, daß immer YX ^ XB . Man erhält hier- 
aus für die Koordinaten von B die Werte a? = rcosa 
+ 2 r sinf a sin-J- ä, y = rsina + 2r sinf « cos|-a , die man 
besser in der Form schreibt 

(1) a? = 2 r cos« — r co82 a, y = 2rsina + r sin2 <x • 

Die Elimination von <x ergibt die Gleichung in Punkt- 
koordinaten 

(2) (x\ + 2^2)2 _|. 8 r x(x^ - 3 y^) ^ 18 r^(x^ + y^) ~ 27 r* = . 

^^) Daß die Kurve eine Hypozykloide ist, bemerkte L. SohlIfli. 
S. den von J. H. Graf herausgeg. Briefwechsel zwischen Stbineb 
und SoHLÄFLi (Bern 1896) S. 206/8. Steiner betrachtete sie nur 
als C| . 



101, 102. § 19. Die Steinersche Kurve. 145 

Diese läßt sich in die übersichtlichere Form bringen 

(2*) (a?2 + 2^2_i2ra? + 9r2)2 + 4r(2a?-3r)3 = 0. 

Hier stellt die erste Klammer einen durch die beiden 
Spitzen im ersten und vierten Quadranten gehenden Kreis 
vom Eadius 6r dar, die zweite die Gerade der beiden 
Spitzen. Die Form von (2*) zeigt an, daß die Kurve in 
den Schnittpunkten von Kreis und Gerade Spitzen hat 
und daß die Spitzentangenten Tangenten des Kreises sind. 
Die Koordinaten der zur Tangente XY symme- 
trischen sind 

.ov 1 __rcos|-a 1 __rcosfa 

' n cos|-Ä ' . V sin-l^a ' 

die Gleichung dieser Tangente also 

(4) 0? cos^ öt + y sin-|^ a = r cosf a . 

Eliminiert man aus (3) den Winkel a, so ergibt sich die 
Gleichung in Linienkoordinaten 

(5) 1^2 + t?2 = r t? (3 ^2 — |j2) . 

Aus dieser sieht man am besten, daß die imaginären Kreis- 
punkte (ii2 + t?2 = o) auf der unendlich fernen Geraden 
Berührungspunkte sind. 

Bern. Gleichung (5) zeigt auch sofort , daß die Steinersche 
Kurve keine Richtungskurve ist. Ihre Parallelkurve, die natürliche 
Gleichung, sowie ihre Evolute (Steinersche Kurve von dreifacher 
Dimension) aufzustellen, überlassen wir hier dem Leser. Auf 
dieselbe Weise, wie etwa bei der Kardioide findet man für die 
Gesamtlänge der Kurve 12 r und für die Fläche 2r^jr. 

102, Wir nennen mit A. Gob^oi) x den primären, 
Y den sekundären Punkt der Tangente (Fig. 65); ebenso 
die Tangente primär zu -Z, sekundär zu Y. Da X den 
Kreis einmal, Y aber zweimal durchläuft, gibt es von 
jedem Punkte des Kreises aus eine primäre, zwei sekun- 
däre Tangenten, also im ganzen drei, wie aus (5) ersichtlich. 
Diese haben eine eigentümliche Lage zueinander. Be- 
stimmen wir sie etwa für den Punkt Y, so ist zu be- 
denken, daß, während Y eine ganze Umdrehung vollendet, 

^«»i) S. die Abhdlg. in M6m. Soc. Sc. Liäge (3) 6, 1906; auch 
die daran anschließende von J. NEüBEBa in demselben Bande. 

WiELEiTNiB, Spezielle ebene Kurven. 10 
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X in seinen Gegenpunkt X' gelangt. Daher ist YX' die 
zweite sekundäre Tangente in Y und wir haben den Satz: 
Von jedem Punkte des Inicreises gehen zwei zueincmder 
senTcrechte faeicundäre) Tangenten an die Steiner^che Kurve. 
Betrachtet man ferner Y als primäoren Pujikt, ist also X 
bis Y gelangt, so kommt Y nach dem Punkt Y'', dem 
Spiegelpunkt von Y in bezug auf den Durchmesser XX' . 
Y Y'' ist also die primäre Tangente von Y aus. 

Auf dieser Tangente ist demnach Y'' sekundär. Die 
zweite sekundäre Tangente von Y'' aus geht durch den 
Gegenpunkt Y' zu Y. l^ennt man die beiden Punkte, 
in denen Y''Y' die Tangenten XY und X'Y trifft, B 
und B', so ist offenbar YX^XB und YX' = X'B'; 
also sind B und B^ die Berührungspunkte der beiden 
genannten Tangenten. Der Berührungspunkt N von Y" Y' 
ist von B so weit entfernt, wie Y'' von B' . Wir können 
so folgenden Satz formulieren: Jede Tangente einer Steiner- 
sehen Kurve trifft diese in zwei (assoziierten) Punkten B, B\ 
Der Mittelpunkt (Y') von BB^ liegt auf dem Inkreis ^ die 
Lcmge BB' ist immer gleich dem doppelten Durehmesser 
des Inkreises (=2XX' = 4:r). Die Tangenten in B^ B' 
an die Kurve schneiden sich rechtwinklig in einem Punkte (Y) 
des Inicreises, dem Gegen/punkt von Y% während die dritte 
von Y an die Kurve gehende Tangente auf BB' senkrecht 
steht. 

Es ist weiter offensichtlich, daß die Normalen der 
drei Punkte B , B\ N sich in einem Punkte J des Um- 
kreises der Hypozykloide schneiden, der auf dem Durch- 
messer YY' Hegt. 

103. Es sei nun (Fi^. 66) ^^0 ein beüebiges Dreieck, 
AAi, BBi, GGiöie drei Höhen, H der Höhenschnittpunkt, 
M der Mittelpunkt des Umkreises. Dann ist bekannt, 
daß die Fußpunkte A\ B\ 0' der drei Lote, die von 
irgend einem Punkte P des Umkreises auf die drei Dreiecks- 
seiten gefällt werden, auf einer Geraden W , der sogenannten 
Wallace sehen Geraden i^^), liegen. Wir wollen nun den 
Satz beweisen, der Steiner als Ausgangspunkt diente, daß 
nämlich die Einhüllende aller Wallaeeschen Geraden eines 



*°«) Leyboums Math. Repository (old series) 2, 1799/00, 111. 
Die Gerade wurde lange Zeit B. Simson zugeschrieben. 



103. 



§ 19. Die Steinersohe Kurve. 



147 



Dreiecks eine dreispitzige HypozyTcloide ist, die den Feuer- 
hachschen Kreis des Dreiecks als InJereis hat^^^). 

Verlängert man etwa P^' bis zum zweiten Schnitt- 
punkte ^2 ^i* dem Kreis, so ist <J.0'5' = < J.P5' 
= ^ABB2i also B'G'WBB^. Da' man nun ebenso be- 
weisen kann, daß A^B^ und J.'C" bzw. zu den ebenso 




Flg. 66. 



erhaltenen Geraden OOg und AA^ parallel sind (die nicht 
mehr gezeichnet wurden) und diese wieder unter sich parallel 

^®') Alle von Steiner ohne Beweis angegebenen und viele 
neue Sätze wurden aus der allgemeinen Eurventheorie hergeleitet 
von L. Cbbmona, J. f. Math. 64, 1865, 101—123. Bez. proj. Er- 
zeugung s. a. H. SoHRÖTSB, ebd. 54, 1857, 31—47. Wir zogen es 
oben vor, direkte geometrische Beweise zu geben, die an die 
kinematische Erzeugung anschließen. 

10* 
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laufen, so liegen -ä.', B\ C in einer Geraden W . Nun 
ist bekanntlich der Mittelpunkt F von HM der Mittel- 
punkt des Feuerbach sehen Kreises, der durch die Höhen- 
fußpunkte-ä-i, Bj, Oj und durch die Seitenmitten J-o , Bq, Gq 
geht, sowie die oberen Höhenabschnitte AH ^ BH, GH 
in A'', B'\ G'' halbiert. Da demnach FA''\\MA, so 
ist auch FA^' = ^MA . D. h. der Peuerbachsche Kreis 
hat den halben Eadius des Umkreises, und der Höhen- 
schnittpunkt H ist äußerer Ähnlichkeitspunkt der beiden 
Kreise. Daher wird auch jede von H aus nach dem 
Umkreis gehende Strecke vom Peuerbach sehen Kreise 
halbiert. Z. B. wird PH durch den Peuerbach sehen 
Kreis in X halbiert, und wenn man andererseits etwa 
HB^ um sich selbst bis jff' verlängert, so liegt jff' auf 
dem Umkreis. 

Bestimmt man also zu P in bezug auf AG den 
symmetrisch gelegenen Punkt P' , so ist HP^ antiparallel 
zu H'P und daher parallel mit BB2 und W. Demnach 
geht W immer durch den auf dem Feuerbach sehen Kreise 
liegenden Mittelpunkt X von PH . Dreht sich nun der 
Eadius MP um den Winkel e, so dreht sich auch der 
(parallele) Eadius FX um e, während AP sich nur um 
^fi dreht, alle in demselben Sinne. Da aber, wie schon 
oben bemerkt, immer <^AG'B' = ^APB ^ macht auch 
W eine Drehung um ^e, aber im entgegengesetzten 
Sinne. In bezug auf den Eadius FXe beträgt dann die 
Drehung f e . Somit ist der angekündigte Satz bewiesen. 

Fällt P nach A , so geht W in die Höhe AA^ über. 
Also sind sämtliche drei Höhen Tangenten der Steiner sehen 
Kurve mit A^\ B'% G" als primären, -Aj, ^j, Oj als 
sekundären Punkten. Demnach sind auch die Seiten B G , 
0-ä. , AG des Dreiecks, da sie in -Aj, Bj, 0^ senkrecht 
auf den Höhen stehen, Tangenten der Steiner sehen Kurve 
und ihre primären Punkte sind A^^ Bq, Gq. 

Zusatz. Ohne Beweis führen wir an, daß erstens die drei 
Fußpunkte Ä\ B' , C auf einer Geraden W bleiben, auch wenn 
man die drei Lote PA' , PJ5', PQ' um denselben Winkel b in 
demselben Sinne dreht, zweitens auch diese Gerade W^ eine 
Steiner sehe Kurve einhüllt (s. z. B. bei Gob, S. 10). 

104. Die Steiner sehe Kurve hat eine Anzahl inter- 
essanter Fußpunktskurven, von denen wir zunächst die 
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betrachten wollen, deren Pol auf einer Spitzentangente 
(der a?-Aclise) liegt, die also alle wenigstens einfach sym- 
metrisch sind. Hat der Pol die Abszisse a, so lauten 
die Gleichungen der Tangente (4), wenn man noch cosf a 
= cos^^a — Scos-J-asin^^a setzt, und der IS'ormale vom 
Anfangspunkte auf die Tangente 

a?cos^a + ysin^a — r(cos^^<% — 3cos^asin2^a)=0 , 

{x — a) sin-^ oc — y cos-J- a = . 

Aus der letzteren Gleichung ergibt sich, wenn man 
= y(a? — a)2 + y2 setzt , 

sin^ (X = yl0 , cos^ oc = (x — a)j0 , 

ferner durch Substitution dieser Werte in die Tangenten- 
gleichung, wobei noch der Anfangspunkt in den Pol ge- 
legt ist 

(7) (a?2 + y2)2 + [(^ _|_ 3y)y2 + (a - r)x^ • a? = . 

Diese Gleichung stellt eine Potenzkurve 4. Ordg. mit drei- 
fachem Punkt im Pole vor. Eine Tangente desselben ist 
immer parallel zur y -Achse. Die unendlich ferne Gerade 
ist, wie bei der Grundkurve, Doppeltangente in den Kreis- 
punkten. Gehen wir zu Polarkoordinaten über, so wird 
aus (7) 

(8) ^ = 4rcos8Ö-(a + 3r)cosÖ. 

105. Wir wollen mit a = beginnen. Das ist mit 
der Fußpunktskurve der Steiner sehen Kurve in bezug auf 
den Mittelpunkt. Diese hat die kartesische und Polar- 
gleichung 

(9) (a?2 + y2)2 + rx(% y2 __ ^2) == , 

(10) ^ = rcos3ö. 

Aus beiden ist ersichtlich, daß die Tangenten im Anfangs- 
punkt gegeneinander Winkel von 60® bilden. Die Kurve 
muß ja auch notwendig dreifache Symmetrie haben. Wir 
haben hier das schon in K"r. 84 angekündigte »regel- 
mäßige Dreiblatt«, eine spezielle Eosenkurve, deren 
Inverse die Trisektrix von de Longchamps ist (vgl. Fig. 67). 
Für die Fläche eines Blattes erhalten wir aus dem dort 
aufgestellten Integral -^r^n. Wegen der folgenden Kurven 
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wollen wir aber das Mächenintegral gleich für die all- 
gemeine Gleichung (8) aufstellen. Es ergibt sich 

^/=|/^2dÖ«|/(16r2cos«ö — 8r(a + 3r)cos*ö 

(11) { 

= ir«sinÖcos5ö - ir(3a + 4r)8inöcos»ö 

+ i(a* + r^) (sinöcosö + 6) . 




Fli.67. 



Auch hieraus erhält man für a = zwischen den Grenzen 
—^7t und +^7t den Wert -^r^Jt. Die Konchoide des 
Dreiblatts zerfällt nicht. Wir können hieran überhaupt 
die Bemerkung knüpfen: Ist ju, eine ganze Zahl, so zerfällt 
die Konchoide der Bosenkurve q ^m coBfi 6 , wenn fi eine 
gerade Zahl ist; für ungerades /^ aber nicht. 
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106. Wir wollen nun die Fußpunktsknrve der Steiner- 
schen Knrve für den Scheitel 8 aufstellen (a^r). Die 
kartesische und Polargleichung lauten 

(12) (a?a + y«)2 + 4:ry^x = , 

(13) ^ = — 4rcos0sin2ö. 

Demnacli bestellt hier der dreifache Punkt aus einer Spitze 
mit durchgehendem Zweig. Wir nennen diese Kurve 
»gerades Zweiblatt«. Man wird leicht 
bemerken, daß die Doppeltangente dieser \ 

Kurve der durch gehende zu OÄ senk- /"^I^^ 
rechte Durchmesser des Inkreises der /^^rrT^rT^T^AÄ 
Steinerschen Kurve ist, während die /^"""^"^^^--...^WV 

Berührungspunkte in den Endpunkten l — ^— ^^M^ 

des Durohmessers liegen (vgl. Fig. 67). V J 

Da man nun für die Fläche eines \^ / 

Blattes f=^r^7t findet, so sieht man, ^- ^ 

daß einerseits der Kreisquadrant durch Fig. 68. 

das . Zweiblatt, andererseits das eine 

Blatt des Zweiblattes durch den Kreisbogen halbiert wird. 

Zusatz. Das gerade Zweiblatt kann sehr einfach konstruiert 
werden: Man ziehe im Inkreis der Steinerschen Kurve eine be- 
liebige parallele Sehne FQ zu 08 (Fig. 68) und projiziere F ia A' 
auf 8Q, Q in Ä auf 8P, so beschreiben A, A' das Zweiblatt. 
Denn verschiebt man PQ , und dreht sich hierbei der Eadius Q 
etwa um s, so dreht sich 8Q lun ^s, 8P um — ^s y also auch 
QA um ~i«; daher hüllt QA die Steinersche Kurve ein. Ähn- 
lich ist dies für PA' zu zeigen. Damit ist zugleich eine neue 
Fassung der Erzeugimg der Steinerschen Kurve gegeben. Man 
kann auch bemerken, daß QA bzw. A'P verlängert mit Q8 , bzw. 
PS und der Geraden 08 gleichschenklige Dreiecke bilden. 

107« Nehmen wir jetzt den Gegenpunkt 8' zu 8 auf 
dem Inkreise als Pol {a = —'r] vgl. wieder Fig. 67), so 
erhalten wir als Oleichungen der Fußpunktskurve 

(14) (a?2 + y2)2 + 2rx{y^ - a?«) = , 

(15) ^ = 2rcos0cos2ö. 

Der dreifache Punkt hat hier außer der ^ -Achse die 
Halbierenden der Achsen zu Tangenten. Wir haben das 
»gerade Dreiblatt« (trifolium droit), wie es von 
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G. DE LoNGCHAMPS 1®*) und H..BBOCABD ^^s) genannt wurde. 

Man findet hier für die Fläche des großen Blattes 

/"i = 3^5- r2(3 Ji + 8) , für die jedes kleinen 
/■g = ^ r2(3 TT — 8) ; die Fläche der gan- 
zen Kurve ist also, da der Eadiusvektor 
immer im selben Sinne rotiert, 




/=/"i + 2/s, = ir& 



n 



Denselben Wert erhält man aus (4), wenn 
man die Grenzen und n nimmt. 

Zusatz. Eine einfache Konstruktion ist 
^8' ^^ unter anderen folgende. FQ sei eine beliebige 

Sehne des Inkreises der Steinerschen Kurve, 
dann beschreiben die Fußpunkte Aj A' der Höhen PA, QA' des 
APS'Q das gerade Dreiblatt (Fig. 69). Denn AHFS und AHQ8 
sind gleichschenklige Dreiecke, also hüllen PA und QA' die Hy- 
pozykloide ein. Damit ist zugleich wieder eine neue Form der 
Erzeugung dieser Kurve gegeben. 

108. Zuletzt wählen wir die Spitze U der Steinerschen 
Kurve selbst als Pol (a = — 3r) . Dann lauten die bezüg- 
lichen Gleichungen 

(16) (i»2 + y2)2 = 4rip8, 

(17) ^ = 4rcos»0. 

Der Anfangspunkt ist demnach ein 
Spitzpunkt, die Kurve hat eine 
eiförmige Gestalt (Fig. 67). Wir 
nennen sie konsequenterweise »Ein- 
blatt« ^^^). Historisch merkwürdig 
ist diese Kurve dadurch, daß u. a. 
Kepler sie zur Darstellung der Bahn 
des Planeten Mars anwendete i^^. 
auch die Fläche vergebens zu be- 
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Kepler versuchte 



stimmen, die wir gleich fr^Ji finden. 



• *04) TraiU de Giom. anal., Paris (Ch. Delagrave) 1884, S. 512; 
J. math. sp^c. 1887. 

^^^) J. math. sp^c. 1887 u. 1891 an mehreren Stellen. 

^^ »Folium simple« nach G. de Longohamps. S. dessen G^om. 
de la Bigle*^, Paris (Ch. Delagrave) 1890, S. 126. — H. Bkooaed 
im J. math. sp^c, 1891. — Auch »Ovoide« und »eigentliches Oval« 
wurde die Kurve genannt. 

"^) Astronomia fiova, Prag 1609, S. 337. 
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Zusatz. Das Einblatt zeichnet man sehr einfach folgendermaßen : 
SP beliebig, ÜP±8P, PD±US, DÄ±UP', dann beschreibt 
Ä die Kurve. Einen symmetrischen Punkt Ä^ erhält man durch 
SQy UQy DA' {s. Fig. 70). Um die Richtigkeit der Konstruktion 
geometrisch zu erweisen, müssen wir wieder zeigen, daß DA 
bzw. DA^ die Hypozykloide einhüllen. Nun ist PQ immer Sehne 
des Kreises über 8JJ s^s Durchmesser. Schneidet nun der In- 
kreis SP in P% SQ in Q% so ist PP'== SP', QQ'= SQ', 
P'Q'±PD(QD). Also ist DQ' die Verlängerung von AD, 
DP' die von A'D. Da aber DQ'SP' ein Rhombus ist, hüllen 
DP' und DQ' die Steinersche Kurve ein. 

109. Wir erhalten eine bemerkenswerte Verallgemeine- 
rung des geraden Dreiblatts und des geraden Zweiblatts, wenn 
wir den Pol für die Fuß- 
pnnktskurve in einen be- 
liebigen Punkt J des In- 
kreises der Steinerschen 
Kurve legen. Um für 
einen solchen Punkt die 
Fußpunktskurve aufzu- 
stellen, kann man eine. 
Bemerkung benutzen, 
die wir schon in K"r. 5 
machten. Es seien näm- 
Uch (Fig. 71) B bzw. A 
die Fußpunkte der Lote 
vom Mittelpunkte bzw. 
vom Pimkte J auf irgend 

eine Kurventangente. FäUt man OG 1^ JA , so liegt, 
während in jeder Lage CÄ = OB, Punkt C immer auf 
dem Kreis über JO als Durchmesser. 

Diese Tatsache hätte natürlich auch für alle bisher 
betrachteten Fußpimktskurven verwendet werden können, 
sowohl zur Konstruktion als auch zur Aufetellung der Glei- 
chung. Im vorliegenden Falle nehmen wir JO als Polar- 
achse. Ist <J08'=-E,<AJ0 = ö, so ist <BOS = ö — « 
und daher JA => q = CA + JC = r cos3(ö — e) + r cosö . 
Setzt man noph f €=a, so kann man die Gleichung schreiben 
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(18) 



Q = 2r cos(2 — a) cos(ö — oc) . 



Aus dieser Gleichung geht in der Tat für e = die Glei- 
chung (15), für e = ^71 (oder auch e = jt) die Gleichung (13) 
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hervor. Die Kurve heißt das »schiefe Dreiblatt« 
(trfefle oblique). 

Zusätze. 1. Wir erhalten eine Konstruktion^ die der fQr das 
gerade Dreiblatt durchaus analog ist, wenn wir nur in J die 
Kreissehne JF ziehen, die Tangente an die Steinersohe Kurve mit 
J als primärem Punkt ist. Aus dem Früheren wissen wir aber, 
dafi diese mit JO den Winkel f « bildet. Legen wir dann (im 
Inkreis) irgend eine Sehne FQ JL JF, so sind die Fußpunkte A , A' 
der Hohen qA, PA' des A PJQ Punkte des schiefen Dreiblatts, 
da die Höhen selbst die Hypozykloide einhüllen; denn die Drei- 
ecke HPF und HQF sind wieder gleichschenklig. 

2. Verlängert man etwa PA' bis P' auf dem Inkreise, so 
ist wieder JP'= JE, P'A'= HA\ Ist nun L der Schnittpunkt 
von JP' mit dem Kreise über JO, so ist JL =: LP' und daher 
LA'WJH und LA'=== JL. Dies gibt eine neue, sehr bequeme 
Konstruktionsmethode für das schiefe Dreiblatt Selbstverständlich 
muß aber LA' auch nach rückwärts um sich selbst verlängert 
werden. 

Schneidet man femer das schiefe Dreiblatt mit dem 
Kreise über JO , so muß für die Schnittpunkte cos3(^ — «) == 
sein, wie man aus der ursprünglichen Form der Gleichung (18) 
schließt. Das gibt für die drei Werte » + ^ä, e + ^jt, «H-far," 
deren Unterschiede je 60*^ betragen. Also ist das Dreieck der drei 
Schnittpimkte (außer J und den imaginären Kreispunkten, die 
zusammen für 3 + 2 = 5 zählen) gleichseitig. 

110. Auch die Konstruktion des Einblattes ist einer 
ähnlichen Erweiterung fähig, wenn wir, statt von der 
Spitze U, von einem beliebigen Punkte J der Steineischen 
Kurve selbst die Fußpunktsknrve zu bestimmen suchen. 
Statt U8 haben wir dann die Tangente JF der Hypo- 
zykloide zugrunde zu legen (Fig. 72). F sei der sekundäre 
Punkt der Tangente auf dem Inkreise; von F geht dann, 
senkrecht zu JF^ eine zweite Tangente FJ"^ an die 
Steinersohe Kurve, deren sekundärer Punkt F und deren 
Berührungspunkt J' sei. Dann liegt nach den Aus- 
führungen von Nr. 102 der Mittelpunkt F' von JJ' in dem 
Gegenpunkte von F auf dem Inkreise, der Kreis um F^ 
mit Eadius F'J « F'F = F'J' berührt also den Inkreis in F. 
In diesem Kreise vom Badius 2r ziehen wir irgend eine 
Sehne PQ A. JF, deren Fußpunkt D sei, und projizieren 
D auf JP und JQ in A und A\ 

Da nun < AD J -= <JPD = ^QJ'D, so schneidet J.i> 
die Hypotenuse FQ im Mittelpunkte Q\ der also auf dem 
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Inkreise Hegt. Da AFQ'D gleichschenklig ist, hüUt DQ' 
die Hypozykloide ein und A beschreibt die Fußpunkts- 
kurve. Ebenso ist ^QJD = -^QPF = ^QDA'] also 
schneidet DA^ verlängert die Hypotenuse FP im Mittel- 
punkte P' auf dem Inkreise. DP^ ist ebenfalls Tangente 
der Hypozykloide, A' ein Punkt derselben Fußpunktskurve. 
Setzt man JF =•«, J'F = h , nimmt JF als Polar- 
achse, -^AJF = ö , , so findet man JA = q =^ JD cosö 
= JP eos^ö . Da nun JP = a cosö + 6 sinö , so ist die 
Polargleichung dei* Kurve, die wir »schief esZweiblatt«^®''*) 
nennen, 

(19) ^ = (a cosÖ + 6 sinÖ) cos^Ö , 




Flg. 72. 

oder, wenn wir a = 4r cos^x , 6 = 4rsinÄ setzen, 

(20) ^ = 4rcos2Öcos(Ö-a). 

Für a = (6 = 0) gehen Konstruktion und Gleichung 
wirklich in die des Einblattes über. Für (k = \7t (a = 0) 
geht aber die Konstruktion in die für das gerade Zweiblatt 

^*'^*) G. DB LoNCKiHAUPS, J. math. sp^c. 1886. G^om, de la lUgle^) 
S. 122. Daß dieses Zweiblatt Fußpunktskurve der Steinerschen 
Kurve ist für einen Punkt der Kurve, zeigte J. Nbubbrö"*), 
S. 19/20. 
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angegebene über. -Die Gleichung wird ^ = 4rcos2ösinö. 
Auch diese entspricht der des Zweiblattes, wenn nur die 
Polarachse um 90^ gedreht wird. Daß die Kurve (20) 
eine Spitze mit durchgehendem Zweige hat, ist auch aus 
der Polargleichung zu ersehen. Die Aufstellung der karte- 
sischen Gleichung in den letzten zwei Fällen und alle 
näheren Betrachtungen überlassen wir dem Leser. 



§ 20. Die Koppelkurve des Kurbelgetriebes. 

111. IS'achdem wir die Bewegung einer Ebene A^ 
gegen eine feste Ebene A betrachtet haben, wo zwei 
Punkte P, Q von A' auf zwei Geraden G , f von A glitten 
(sowie deren Umkehrung), läge es nahe, zunächst die Be- 
wegung zu studieren, bei welcher der eine Punkt (P) als 
Bahn einen Kreis hätte, der andere (Q) eine Gerade. Das 
ist die Bewegung, die man in der Kinematik Schubkurbel- 
bewegung nennt. Aber die bei dieser Bewegung auf- 
tretenden Bahn- bzw. Polkurven bieten einerseits keine 
interessanteren speziellen Kurven dar, andererseits ist die 
Schubkurbelbewegung nur ein spezieller Fall derjenigen 
allgemeineren Bewegung, wo P'und Q je auf einem festen 
Kreise von A zu gleiten haben. Der eine Kreis, auf dem 
P läuft, sei (Mittelpunkt , Eadius JB), der andere O' 
(Mittelpunkt 0% Eadius r), der Zentralabstand 00'= aj 
die feste Strecke PQ = 1. Die ganze Bewegung wird nun 
durch das Viereck OO'QP vermittelt, dessen Seiten kon- 
stant, aber in den Ecken gegeneinander drehbar sind. Ein 
solches Viereck heißt »Gelenkviereck«, das Ganze ein 
»Kurbelgetriebe«. 00' nennt man den Steg, der in 
unserem Falle feststehend gedacht wird, OP und OQ die 
Arme, PQ die Koppel. Wir fragen nach der Kurve, die 
ein mit der Koppel starr verbundener Punkt L beschreibt, 
wenn diese verschoben wird. Die Seiten und Winkel des 
festen Dreiecks LPQ seien der Eeihe nach l ^ V i Q.'^ ^ ^ ^ ^ W ' 

112. Um zunächst die Gleichung dieser Kurve auf- 
zustellen, nehmen wir als Anfangspunkt, 00' als 
a? -Achse. IS'ennen wir dann noch den Winkel, den die 
Seite PL mit der aj-Achse bildet, oo, so hat man, wenn 
L, P, Q bzw. die Koordinaten o?, y; f , ^; S% v' haben 
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f] = y — gsinw , 



S^=x — p cos(a> + X) , 
^' = y — p sin(a) + A) . 



Setzt man diese Werte in die Kreisgleichungen 




Flg. 73. 



SO ergeben sich die beiden Gleichungen 

2p[{x — a) cosA + y sinA] coso) — [{x — a) sinA — y cosA] sino) 

= (a? — a)2 + y2 + p2 — r2 , 
2ga?cosa) + 2qy^m(o = x^ + y^ + q^ — R^ . 

Berechnet man hieraus coso) und sinco und setzt die ge- 
fundenen Werte in die Gleichung cos^o) + sin^cw = 1 , so 
erhält man für die gesuchte Gleichung der Koppelkurve 



(1) 



U« + V» = W2, 
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WO zur Abkürzung gesetzt ist 

\J=p[{x-a) cosA + y sinA] {x^ + y^ + q^-' R^) 

— qx[{x — a)2 + y* + P* — r^] , 

(2) l V = p[(a?-a)sinA-ycosA](ip2 + y2 + gr2_2j2) 

+ iy[{^ — «)^ + y^ + P^ — r^] , 
. W ^ 2pgsin>l[a7* + y^ — ^^ — «y ctgi] . 

Das Quadrieren von U und V, sowie das Ordnen der 
Glieder, wie auch im folgenden einige Eechnungen, müssen 
wir dem Leser überlassen. Wir sehen, daß die Koppel- 
kurve eine Kurve 6. Ordg. ist. Auch bemerkt man so- 
fort, daß die unendlich ferne Gerade die Kurve, nur in 
den imaginären Kreispunkten (je dreimal) trifft. Be- 
stimmen wir die Tangenten in diesen Punkten nach einer 
der von uns schon öfter angewendeten Methoden, so er- 
geben sich die drei G^^adenpaare 

x^ + y^ = , 

(3) ^ (a?-a)^ + y^ = 0, 

(a? — -^ COS9?) + (y ■— ■^sin93J = . 

Die Kurve hat also die imaginären Kreispunkte zu 
dreifachen Punkten und die Punkte 0(a? = , y = 0) , 
0^{x = a, y = 0), ferner einen weiteren Punkt 0'' mit 
den Koordinaten x == qacosq>llj y= gasin 93/Z zu außer- 
ordentlichen Brennpunkten. Setzt man nun diese Ko- 
ordinaten X, 1/ in die Gleichung des Kreises W = , so 
erfüllen sie diese, denn es kommt qß = sin(93 + A)/sinA . 
Alle drei außerordentlichen Brennpunkte , 0% 0'^ liegen 
also auf dem Kreise W . 

113. Der Kreis W kann aber auch Doppelpunkte 
enthalten. Denn in allen Punkten der Koppelkurve, wo 
etwa W = und V = ist, woraus von selbst U=0 
folgt, sind solche, nach der Form der Gleichung (1). Nun 
ist aber V (wie auch U) eine zirkuläre Kubik und hat 
demnach mit dem Kreis W im Bndlichen nur noch 
vier Schnittpunkte. Einer davon ist a? = a , y = , d. i. 
der Punkt 0\ Dieser liegt aber nicht auf U . Es bleibt 
nachzuweisen, daß U durch die drei anderen Schnittpunkte 
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geht^®*). Betrachten wir die Schnittpunkte von V und U . 
Deren müssen es 9 sein. Davon fallen 4 in die Kreis- 
punkte, da sich die Kubiken dort berühren, 2 liegen dort, 
wo der Kreis K^x^ + y^ + q^ — R^ = den Kreis 
K' ^ (o? — a)2 + y2 _|_ p2 — fS =« schneidet. Kun findet 
man ohne Schwierigkeit 

(4) 2ä(yU+a?V)= K-W. 

Wo also U = und V = ist, muß entweder K = oder 
W = sein. Da nun auf K nur 2 endliche Schnittpunkte 
liegen können, liegen in der Tat die 3 übrigen auf dem 
Kreise W und sind Doppelpunkte der Koppelkurve. 

Der Kreis W hat aber den Mittelpunkt a? = ^ a , 
y=^^actgX. Es ist also der Kreis über dem Steg 00% 
der den Peripheriewinkel X faßt. Daher ist ^00^^0^= X, 
und da sich außerdem für 0'' ergibt !/lx^tgq>, so ist 
A0''00'cv3 ALPQ . Wir können so das Ergebnis unserer 
Betrachtungen in folgenden Satz zusammenfassen^®^): 

Die Koppelkurve des Kurbelgetriebes ist eine trizirTcu- 
lare SextiTc mit drei außerordentlichen Brennpwakten^ deren 
zwei in die Stegenden fallen^ während der dritte mit dem 
Steg ein dem erzeugenden Dreieck gleichsinnig ähnliches 
Dreieck bildet. Sie hat femer immer drei Doppelptmktej 
die auf dem Umkreise des Dreiecks der drei Brenn/punkte 
liegen. 

Wir bemerken noch, daß der eine dieser drei Doppel- 
punkte immer reell sein muß, während die beiden anderen 
konjugiert imaginär sein können. Da eine Sextik im 
Maximum ^(6 — 1) (6 — 2) = 10 Doppelpunkte besitzen 
kann und wir schon 2 • 3 + 3 = 9 gefunden haben, kann 

*®®) Dieser Nachweis fehlt bei P. Ebnes, Leitfaden der techn. 
wichtigen Kurven, Leipzig 1906, S. 49. Auf dieses Buch verweisen 
wir im übrigen den Leser, der eine ausführliche analytische Dar- 
legung der bei äer »Dreistabbewegung«, wie man die oben be- 
handelte Bewegung auch nennt, und deren Unterfällen auftretenden 
Bahn- und Polkuryen wünscht. Synthetisch bebandelt dasselbe 
BuBMBSTBB, Lehrb. d. Kinematik, Leipzig, Arthur Felix, 1886, 
S. 283 — 354; beide mit vielen Figuren. 

^^ Diesen Satz stellte zuerst S. Bobbbts auf in der Abhandig. : 
On three^ar motion in plane space, Proc, Lond. math. Soc. 7, 1876, 
14—23, wozu man auch Catlkt, ebd. S. 136—166 (= CoU. Pap. IX, 
S. 551 — 581) vergleiche. 
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höchstens noch einer vorhanden sein. Einen solchen Fall, 
wo also die Kurve rational ist, zeigt unsere Figur. Dieser 
zehnte Doppelpunkt kann aber auch fehlen, und man er- 
hält durch Lösen des Knotens {Alg. K. § 24) sofort zwei 
neue Formen der Koppelkurve ^^o). 

Zusatz. Es wird dem Leser, wenn er etwa an die drei Brenn- 
punkte der kartesischen Ovale denkt, einleuchten, daß auch hier 
von den drei Brennpunkten , 0', 0" nicht einer, etwa 0" ^ aus- 
gezeichnet sein kann. Li der Tat stellte schon S. Hobbbts den 
Satz auf, da& dieselbe Koppelkurve noch durch zwei andere 
Kurbelgetriebe über 00^' bzw. O'O" als Stegen und mit Koppel- 
dreiecken, die dem ursprünglichen ähnlich sind^ wobei nur immer 
eine andere Seite als Koppel auftritt, erzeugt werden kann. Den 
Beweis dieses Satzes übergehen wir hier. 

114. Eine auch praktisch besonders wichtige Speziali- 
sierung der Bahnkurve des Kurbelgetriebes tritt dann ein, 
wenn der beschreibende Punkt L auf der Koppel'PQ selbst 
liegt. Diese werde durch L im Verhältnis g : p geteilt. 
Der Kreis W geht dann in die a?- Achse (zusammen mit 
der unendlich fernen Geraden) über. Der dritte Brenn- 
punkt 0" teilt die Strecke 00' im Verhältnis g:p und 
die drei notwendigen Doppelpunkte liegen auf derselben 
Geraden, gegen die die Kurve symmetrisch ist. Auch 
diese besondere Koppelkurve hat natürlich noch die ver- 
schiedensten Formen. Der meist verwendete Fall ist der, 
daß -B = r und g = p genommen wird. Setzt man dann 
2Z statt l und 2 a statt a, so wird die Gleichung der 
Kurve, die nun »Wattsche Kurve «^^^) genannt wird, 
wenn man noch den Anfangspunkt in den Mittelpunkt 
von 00' legt, 

(5) (a?2 + y2)(a;24.2^l2 + jr2_y2_^2)2_|.4a2 2^2(>y2^2^2_y2)=,0 . 

Die Kurve ist nun gegen beide Achsen symmetrisch. Der 
eine Doppelpunkt liegt im Anfangspunkt (zugleich mit 
dem dritten außerordentlichen Brennpunkt), die beiden 

anderen haben die Abszissen +]/r2 ■\- a^ — l^ . Verlegt man 



**°) Die Koppelkurven zeichnet man sehr leicht mittels des 
auf Pauspapier gezeichneten A XP§ . 
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) Bibliographie im Interm^d. math. 4, 1897, 184. 
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in einen solchen Punkt den Anfangspunkt, so findet man 
als Gleichung des Tangentenpaares 

a?»(f» + a* - l^)^ + a^y^ia^ - Z») _ o . 

Diese Doppelpunkte sind also Knoten, wenn l>a (Fig. 74), 
isolierte Punkte tux l<a (Fig. 75). Dazwischen liegt der 




ng. 74. 




ng. 76. 

Fall 1 = a. Für diesen Wert von l zerfällt aber (5) offen- 
sichtlich in den Kreis a?* + y^ -— r ^ = und die Kurve 

(6) (a?2 + y2)(a?2 + y^- r«) + Aa^f = . 

Dies ist, wie der Vergleich' mit Gleichung (1) in l^r. 9 
zeigt, eine Boothsche Lemniskate. Hienach wird sich der 
Leser den Übergang unschwer vorstellen. Der Grund für 
das Auftreten der Boothschen Lemniskate wird in !N^r. 118 
deutlicher werden. 

WncLEiTHXB, Spezielle ebene Kurven. 11 
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Der Anfangspunkt 0"" ist, wie schon gesagt, selbst 
ein Doppelpunkt und zwar, da in der Gleichung (5) die 
Glieder 3. Ordg. in x, y fehlen, ein Inflexionsknoten. 
Wenn l<a , welche Bedingung in der Praxis immer er- 
füllt ist, treten noch weitere vier Inflexionspunkte auf 
(Fig. 75), die bewirken, daß, insbesondere bei günstigem 
Verhältnis von a , r , Z , die Kurve sich im Anfangspunkt 
an eine Gerade ziemlich eng anschließt, so daß das Ge- 
triebe auf eine kurze Strecke, wie sie etwa für den Kolben 
einer Dampfmaschine nötig ist, eine angenäherte Gerad- 
führung leistet. Selbstverständlich gilt dies überhaupt 
nur, wenn der Doppelpunkt ein Knoten ist. Da aber das 
zugehörige Tangentenpaar die Gleichung hat 

x^r^+a^-iy+y^r+a+l) (r+a-l) (r—a+l) (r~a— 0=0 , 

so gibt es eine Anzahl von Fällen, wo ein isolierter Punkt 
(auch ein Berührungsknoten) auftritt, deren nähere Dis- 
kussion wir dem Leser überlassen. 

115. Die Polkurven für ein Kurbelgetriebe, dem ein 
Gelenkviereck von allgemeinem Typus zugrunde liegt, sind 
zu kompliziert, als daß sie für die tiefere Einsicht in die 
Natur der Bewegung von Nutzen sein könnten. Wenn 
wir aber ein spezielles Viereck wählen, so vereinfachen 
sich Pol- und Bahnkurven durch Abtrennen von Kreisen 
und Geraden, und wir erhalten Eesultate, die auf früher 
• schon betrachtete Kurven ein neues Licht werfen. Der 
erzeugende Punkt L sei dabei zunächst wieder ein be- 
liebiger Punkt der Koppelebene. 

Das Gelenkviereck möge erstens ein Parallelogramm 
sein (JB = r , l = a) . Wir sahen schon in der vorigen 
Nummer, daß der Mittelpunkt der Koppel PQ dann 
eine Boothsche Lemniskate beschreibt. Wenn der Leser 
aber die Fig. 74 betrachtet, oder noch besser sich selbst 
entwirft, so wird er bemerken, daß nur der äußere Teü, 
der schließlich (für l = a) in einen Kreis vom Eadius r 
übergeht, von dem konvexen Viereck FOO'Q beschrieben 
wird, während für den inneren Zug, der bei l = a allein 
in -Betracht kommt, das Viereck sich überschlägt, so daß 
es die Form der Fig. 76 oder Fig. 77 annimmt. Das 
System heißt dann eine »Zwillingskurbel«. Wir betrachten 
zunächst die erstere Figur, wo, a > r vorausgesetzt, 00' 
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wie bisher als fest betrachtet wird. In diesem Falle 
drehen sich die Eadien OF und O'Q immer im entgegen- 
gesetzten Sinne, weshalb das Getriebe »gegenläufig« ge- 
nannt wird. 

Das Momentanzentrum M befindet sich im Schnitt- 
punkte der beiden verlängerten Kreisradien OP und O^Q . 
Da nun die Figur in jeder Lage symmetrisch gegen die 
Winkelhalbierende M8 des Winkels {OMO') bleibt, so ist 
MP = MO' und daher OM — M0'= OP = r. Aus diesem 
Grunde beschreibt M in der festen Ebene eine Hyperbel H 




mit und 0' als Brennpunkten und der Achsenlänge r . 
Für die bewegliche Polbahn muß man einen Augenblick P 
und Q fest denken. Dann ist ebenso QM — MP = QO'==r. 
Die durch ein Kurbelgetriebe vermittelte Bewegung ist ja 
überhaupt zu sich selbst dualistisch. Die bewegliche Pol- 
bahn ist also eine der festen kongruente Hyperbel H% 
die zu ihr immer symmetrisch liegt in bezug auf die ge- 
meinschaftliche Tangente M8 , Die Hyperbeln H und H' 
rollen demnach so aufeinander ab, daß sie sich stets in 
homologen Punkten berühren. 

116. Wenn wir uns nun an den beim Abrollen zweier 
kongruenten Parabeln schon beobachteten Vorgang er- 
innern, finden wir hier ebenso leicht die Trajektorie eines 

11* 
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mit der Koppel PQ bzw. mit der Hyperbel H' fest ver- 
bundenen Punktes L . Diesem Punkte L entspricht näm- 
lich bei jeder Lage des Systems derselbe Punkt L^ der 
festen Ebene als Symmetriepunkt in bezug auf M8 , Der 
Schnittpimkt N von LLq mit der Symmetrieachse M8 
beschreibt aber, wenn H' auf H abrollt, die Fußpunkts- 
kurve von Üq in bezug auf die Hyperbel H . Die Trajek- 
torie des Punktes L ist also die von Lq aus durch Ver- 
doppeln der Badienvektoren erhaltene ähnliche Kurve, 
Fußpunktskurve einer Hyperbel von den doppelten Dimen- 
sionen^^*). Wir haben den erzeugenden Punkt L im Innern 
der Hyperbel H^ angenommen, so daß die Kurve, im Gegen- 
satz zu der von Fig. 6, einen isolierten Punkt in Lq erhält. 




Flo> 77. 

117. Mcht wesentlich anders sind die Verhältnisse, 
wenn a<r (Fig. 77). Das Getriebe ist dann »gleichläufig«. 
Das Momentanzentrum M liegt immer im Kreuzungspunkt 
der beiden Arme OF ^ O'Q. Da die Figur wieder gegen 
die den Winkel {OMQ) halbierende Gerade M8 symmetrisch 
ist, hat man OM + 0'M=^OM-\-MP=^r . Daher sind die 
feste wie die bewegliche Polbahn Ellipsen E bzw. E' mit 

^^*) Die Bollkurven, die beim Zwillingskurbelgetriebe auf- 
treten, werden schon in Klügbls Math. Wörterbuch, Leipzig 1805; 
IL Bd., S. 128 erwähnt. 
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OjO' bzw. P , Q als Brennpunkten und r als großer Achse. 
Sie berühren sich in M und liegen immer symmetrisch zu M8. 
Der mit der Koppel PQ fest verbundene Punkt X beschreibt 
die Fußpunktskurve einer Ellipse, die man erhält, wenn 
man die Figur von dem zu L in bezug auf M8 sym- 
metrisch liegenden Punkte Lq aus ähnlich verdoppelt. 
Wir haben auch hier den beschreibenden Punkt so ge- 
wählt (im Innern der Ellipse E), daß eine Form mit iso- 
liertem Punkt auftritt. 

11 8» Irgend ein Punkt der Koppel selbst ist sym- 
metrisch zu einem Punkte der großen Achse 00\ Daher 
beschreibt ein solcher Punkt eine symmetrische Kurve. 
Der Mittelpunkt A von PQ entspricht aber dem Mittel- 
punkt 0'^ des Kegelschnitts. Daher beschreibt Ä eine 
Boothsche Lemniskate. Ist das System gegenläufig und 

a = r'^2j so ist die Bahn von A eine Bernoullische Lemnis- 
kate. Die Punkte P und Q selbst beschreiben, wie wir 
wissen, Kreise. Dies könnte umgekehrt zum Beweise da- 
für dienen, wenn diese Tatsache dem Leser nicht schon 
aus der Kegelschnittslehre bekannt wäre, daß die Fuß- 
punktskurven der Kegelschnitte in bezug auf die Brenn- 
punkte , 0' die Ej^eise über der großen Achse als. Durch- 
messer sind. Sie haben 0^^ als Mittelpunkt und ^r zum 
Badius. 

Bern. Wir glaubten dem Leser diese geometrischen Ab- 
leitungen nicht vorenthalten zu sollen, da sie leicht und nützlich 
sind, müssen aber dann auf die analytische Bestätigung, die ja 
der Leser sich selbst verschaffen kann, verzichten. Wir erwähnten 
schon, daß im Falle der Schubkurbel, wo einer der Grundkreise 
in eine Gerade ausartet, keine bemerkenswerten Kurven auftreten. 
Die Umkehrung der Schubkurbelbewegung ergibt die Schleifkurbel- 
bewegung, die, wenn dann der zweite Kreis ebenfalls in eine Ge- 
rade ausartet, in die Schleifschieberbewegrung übergeht. Diese 
haben wir, soweit sie uns Interesse bot, schon in § 11 betrachtet. 
Vor allem sahen wir, daß beim symmetrischen Schleifschieber- 
getriebe als Polkurven kongruente Parabeln auftreten, denen die 
Fußpunktskurven der Parabel als Bahnkurven entsprechen. Eine 
abschließende Diskussion aller kinematischen Möglichkeiten liegt 
nicht in unserem Plane. 

119* Zum Schlüsse betrachten wir nur noch eine 
spezielle Form des Oelenkvierecks. Sind nicht die gegen- 
überliegenden, sondern die anstoßenden Seiten gleich — 
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das Viereck also ein Beltoid — und liegt 00' fest, so 
daß 00'=- O'Q = a , OP = PQ = ?, so sei wieder Punkt i 
mit der Koppel PQ fest verbunden (Fig. 78). Um zu er- 
kennen, welche Kurve von L beschrieben wird, müssen 
wir ein zweites der drei möglichen Getriebe angeben, durch 
die L dieselbe Kurve beschreibt. 




Fig. 78. 



Wir bestimmen zu diesem Zwecke zunächst den dritten 
Brennpunkt 0'', so daß AO'^OO' co ALPQ , l^en dann 
an QO' das AIIQO' ^ AO^'OO' an und verschieben dies 
parallel LQ bis in die Lage P'LQ\ Bann ist, wie auch 
die momentane Stellung des ursprunglichen Vierecks PO O'Q 
sei, Q'P'=0'0''(= 0^/7) = konst., 0'Q'= Qi = konst. 
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Da die Punkte O'O'^ fest bleiben, handelt es sich nur 
noch um die Strecke 0"T\ Bleibt auch diese während 
der Bewegung konstant, so können wir 0'0"T'Q^ als ein 
zweites Gelenkviereck nehmen, das mit Hilfe des festen 
Dreiecks LQ'F^ (cva APQL) dieselbe Bewegung vermittelt. 

Nun ist aber LQ:QP== HO' : O'Q , also P'/Z: HO' 
= QP : O'Q und ^P'HO'^ <PQO\ da P'H gegen PQ 
und no^ gegen QO' um <^ geneigt sind. Also ist 
AP'nO'c^APQO\ Ferner ist infolgedessen <0''0'P 
=» ^P'O'n {^:^^00'Q) und AO^'O'P ^ AHO'P' (Vier- 
eck O^'O'/ZP'oo Viereck OO'QP). Hieraus folgt nicht 
bloß, daß O^'P^ wirklich konstant bleibt, sondern wir 
sehen, es ist immer 0''P'== Q'O' und das neue Gelenk- 
viereck vermittelt also eine Zwillingskurbelbewegung. Da- 
her ist die Bahnkurve von L auch hier die Fußpunkts- 
kurve eines Kegelschnittes. Dieser, sowie der Pol be- 
stimmen sich mittels des Vierecks 0^0'^P'Q^ wie in der 
vorigen K"ummer. 

Auch diese Bewegung kann also durch das Bollen 
kongruenter Kegelschnitte (Ellipsen oder Hyperbeln) auf- 
einander vermittelt werden. Ist 0'0''>0^'P', also a>l, 
so sind es Hyperbeln; wenn a<l ist, Ellipsen. Gehen 
wir aber vom ursprünglichen Getriebe aus, so ergeben 
sich andere Polkurven. Das Momentanzentrum M liegt 
dann im Schnittpunkte der Eadien OP und O^Q (Fig. 78). 
IstJS7 der Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks OO'QP, 
und betrachten wir das Dreieck Jf OQ als durch die Trans- 
versale PO' geschnitten, so ist nach dem Satz desMENfiLAOS 
(ohne Bücksicht auf Streckenvorzeichen) 

(7) OP . MO'- QE = MP . QO'- OE 

oder, wenn wir OJf = ßi, O'M^q^ setzen und da Qj&7 
= OE ist, 

(8) ^ö2 = «tei — 0- 

Schreibt man dies in der Form 

(8*) y^i-Ö2 = «, 

so erkennt man, daß dies die bipolare Gleichung einer 
Pascalschen Schnecke ist (ITr. 64) mit als Doppelpunkt 
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und 00^ als Achse. Betrachtet man PQ als fest und 
setzt PM = q', QM = Q^'y so erhält man ebenso aus (7) 
die Gleichung 

(9) q'-Iq"=i. 

Das ist eine andere Pascalsche Schnecke mit Q als Doppel- 
punkt und PQ als Achse. Ist a > i , wie in unserer Figur, 
so hat (8*) einen isolierten Punkt, (9) einen Knoten; für 
a < i ist es umgekehrt. Dies kann man aus (8*) und (9) 
direkt ersehen, oder mittels Nr. 51 schlieäen. 



XV. ABSCHNITT. 

EOULETTEN, INSBESONDEEE ZYKLISCHE KUEVEN. 

§ 21. Grundbegriffe der natürlichen Geometrie. 

120. Indem wir dieses Kapitel den Kurven widmen, 
die beim Abrollen einer Kurve A auf einer festen Kurve L 
durch Punkte der Ebene von A erzeugt werden, treten wir 
durchaus nicht aus dem Gesichtskreise der kinematischen 
Geometrie. Wir setzen nur von vornherein die beiden Pol- 
kurven L und A als bekannt voraus. Auch definiert der 
Begriff »Eollkurve« oder »Eoulette« nicht eine ab- 
gegrenzte Familie von Kurven. Vielmehr kann jede Kurve 
durch. Abrollen geeigneter Polkurven aufeinander erzeugt 
werden. Wir wollen jedoch in diesem Kapitel vorzugs- 
weise diejenigen Kurven betrachten, die den einfachsten 
Polkiirven entsprechen. Das ist in erster Linie die große 
Familie der zyklischen Kurven, für die L bzw. A Kreise 
oder Geraden sind. Des weiteren werden wir verschiedene 
allgemeine Theoreme, besonders in bezug auf Krümmungs- 
mittelpunkte, aufstellen, die auf die schon behandelten 
Eollkurven rückwirkende Anwendung finden können. Außer 
den Krümmimgsradien spielen bei Eouletten natürlich die 
Bogenlängen der Polkurven eine hervorragende EoUe. Wir 
werden durch diese Überlegung an die schon öfter gelegent- 
lich eingeführten »natürlichen Koordinaten« ^, 8 erinnert. 
In der Tat lassen sich diese besonders bei EoUkurven in 
sehr eleganter Weise verwenden. Da wir indessen die 
Kenntnis von deren Anwendung beim Leser nicht voraus- 
setzen wollen, müssen wir einiges Allgemeinere voraus- 
schicken. 

Wir haben bisher unsere Kurven immer mittels irgend- 
welcher, zur Kurve eigentlich nicht in Beziehung stehender 
Koordinaten untersucht. Wirklich war es erst seit Er- 
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findung der analytischen Geometrie .möglich, eine solche 
Fülle von geometrischen Tatsachen zu entdecken und zu 
beherrschen. Dm sogenannte projektive Geometrie ist heute 
noch keineswegs imstande, auch nur die projektiven Eigen- 
schaften der algebraischen Kurven befriedigend darzustellen. 
Für metrische Eigenschaften und für transzendente Kurven 
versagt sie fast völlig. Trotzdem ist nicht zu bestreiten, 
. daß die Anwendung der kartesischen Koordinaten auf die 
geometrischen Gebilde deswegen etwas Mißliches hat, weil 
sich die Gleichung sofort vollständig ändert, wenn wir der 
Kurve eine andere Lage geben, oder, was dasselbe ist, das 
Koordinatensystem ändern. 

121. Aus diesem Grunde hat man schon vom An- 
fange des 19. Jahrhunderts an den Versuch gemacht, 
solche Größen als Koordinaten einzuführen, die der Kurve 
selbst eigentümlich, vom Achsensystem aber unabhängig 
sind ^^3). Erst die Lehre von den kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppen, die das Lebenswerk von Sophus Lie 
(1842—1899) büdet, entschied endgültig, welche Größen 
dies seien und gab den eigentlichen Grund dafür an. Da- 
nach müssen diese Größen gegenüber der dreigliedrigen 
Gruppe der Bewegungen in der Ebene (d. h. gegenüber 
den cx)2 Translationen in Verbindung mit je oo^ Eotationen) 
»invariant« bleiben. Da dies für jede stetig ausgeführte 
Bewegung gelten muß, die man sich aus unendlich vielen 
unendlich kleinen Bewegungen zusammengesetzt denken 
kann, nennt man Größen solcher Art »Differentialinvari- 
anten« . Eine solche Größe ist offenbar das Krümmungsmaß k 
oder dessen reziproker Wert 1/& = Ä , der Krümmungs- 
radius. Dieser ist eine »Differentialinvariante zweiter Ord- 



^^') K. Chb. Fb. Kbausb, Novae Theoriae linearum curvarwn etc, 
hrsg. V. H. SoHRÖDKB, München 1835. — A. Pbtbes, Neue Kurven- 
lehre, Dresden 1838. — W. Whkwkll in Trans. Cambr. Phil. JSoc. 
8 (1849) und 9 (1851). Dieser nannte solche Koordinaten »in- 
trinsio«, was von E. Lampe im Jahrb. Fortschr. Math. 19 (1890), 
S. 699 mit »natürlich« wiedergegeben wurde. Auch l'Abbä Aoust 
gebraucht in seinem noch nicht genügend gewürdigten Buche 
„Analyse infinitesimale des Courbes planes" Paris (Gauthier- Villars) 
1873, 418 S. 8°, die Bezeichnung »coordonn^es naturelles« für die- 
jenigen Größen, auf denen er sein System aufbaut. S. den Be- 
richt über den gegenw. Stand der Lehre von den natiirl. Koord, von 
E. WöLFFiNG, Bibl. math. (3) 1, 1900, 142—159. 
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nnng«, da sein Ausdruck in Xj y den zweiten Differential- 
quotienten enthält. K"un läßt sich zeigen ^i*), daß jede 
andere Bifferentialinvariante eine Funktion von ^ (bzw. fe) 
und den Ableitungen von ^ nach dem Tangentenwinkel t , 
den die Tangente mit einer festen Eichtung bildet, oder, 
da ds ^^dx ^ nach dem Bogen s ist. 

122. Sind nun z. B. der Krümmungsradius ^ und 
seine Ableitung nach s als Funktionen der Abszisse x ge- 
geben 

(1) «=«l>(<r), ^=W{x), 

so liefert die Elimination von x eine Gleichung 

(2) ~ = üifR) , 

die vom Koordinatensystem ganz unabhängig ist und die 
Kurve vollständig charakterisiert. Es ist diese Gleichung (2) 
immer eine gewöhnliche Differentialgleichung 3. Ordnung 
in o; , ^ , deren Lösung nach einem Lieschen Satze, da ihre 
Gruppe bekannt ist, immer durch Quadraturen möglich 
ist^^^). Beachten wir die geometrische Bedeutung der vor- 
kommenden Größen, so erhalten wir aus (2) zunächst 

(3) ^ =/(»), 

wobei die Integrationskonstante in / eingeschlossen sein 
mag. Diese Gleichung (3) im speziellen heißen wir »natür- 
liche Gleichung« einer Kurve. Gegenüber (2) hat sie 
den kleinen !N*achteil, daß sie eine zu 8 additive Konstante 
enthält, die durch den Anfangspunkt der Bogen bestimmt 
werden muß, aber den großen praktischen Vorteil, daß sie 
keine Differentialquotienten enthält. Ihre Theorie hat be- 
sonders E. CesIko ausgebaut, dessen Entwicklungen wir 
im folgenden häufig benutzen ^^^), Da ferner, wenn x gegen 
eine als a?- Achse dienende Gerade gemessen wird, 

/ M\ dx dy 

55 -57 = <^«^ ' ^ = «"^^ ' 

*") Siehe z. B. Einführung in die Theorie der Curven von 
G. SoHBFPKRs. Leipzig (Veit & Comp.) 1901, S. 42—55. 

118) Vgl. LiK-SoHEFFBBS, Diff.-Gfl, mit bekannten infinitesimalen 
Transformationen, Leipzig 1891, S. 562 — 66. 

11«) Vgl. dessen Vorl. über natürliche Geometrie, herausgeg. von 
G. KowALBwsKi, Leipzig 1901. 
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während man fär t {^dr = d8) hat 

ds 



(5) r=/: 



« 



SO ergibt sich die Parameterdarstellung in rechtwinkligen 
Koordinaten 

(6) x=jcoBrd8, y = jwixds 

oder 

(6*) X = /Ä COST dr y y = j^ sinr dr , 

die durch Elimination von r (oder s) auf die kartesische 
Gleichung führt. Diese enthalt in der Tat drei willkürliche 
Konstante, die durch die Quadraturen (5) und (6'*') herein- 
kommen. Setzen wir r = t + ocy so ergibt sich nach (6*) 

t t 

x^co,o^f^costdt^Bmaf^^ntdt + a 



(6t) 



t t 



y ^ eo&af^Bintdt + eina j^eost dt + h . 



<0 <0 



Die so dargestellte Kurve geht aber durch die Trans- 
formation der Koordinaten 

l X = jTCOsa — usina + a 

[ y = jrsina + y cosa + 6 
aus der Kurve 

(8) x = f^co&tdt, y^j^m^tdt 

hervor. Gleichung (6^) gibt also nur alle oo^ Lagen der 
Kurve (8) gegen ein festes Koordinatensystem. Damit ist 
erwiesen, da£ alle durch Gleichung (3) oder (2) dargestellten 
Kurven kongruent sind. Umgekehrt entspricht jeder Kurve 
eine einzige Gleichung (2), aber cx)^ Gleichungen (3), die 
alle durch die Transformation « := i -f c auseinander her^ 
vorgehen. 

Beisp. Da wir Kurven mit einfachen natürlichen Gleichungen 
noch nicht kennen, wollen wir nur den Fall betrachten, daß die 
Krümmung konstant, ^ = a sei. Wir erhalten aus (5) t = s/a, 
aus (6*) x= — asinr, y = acosT, wo wir alle Konstanten auf 
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Grund des gegebenen Beweises wegließen. Die kartesische Gleichung 
ist also sc* + y* = a*. Das ist, wie vorauszusehen war, der Kreis mit 
dein Badius a . Ist a = 0, so geht er in einen Punkt über. Wird 
a = oo , so ergibt sich t = (oder konstant) und xjy = (oder 
konstant); das ist selbstverständlich die Gerade. 

123. Die natürlichen Koordinaten würden wenig Wert 
haben, wenn wir si6 nicht ohne Vermittlung eines festen 
rechtwinkligen Achsensystems zu gebrauchen verständen. 
Freilich können wir, um die Lage eines Punktes gegen- 
über der Kurve zu fixieren, ein solches doch nicht ganz 
entbehren. Aber wir werden es mit dem Punkte A , auf 
den sich ^ und « der natür- 
lichen Gleichung beziehen, 
beweglich macben, so zwar, 
daß die Tangente des Kur- 
venpunktes a?- Achse, die 
Normale y-Achse ist. Nen- 
nen wir dann x und y die 
Koordinaten eines (im all- 
gemeinen nicht fest gegen 
die Kurve gedachten) Punk- 
tesP in bezug auf das System 
der Tangente und Normale 
des Kurvenpunktes Ä , so 
sind X, y Funktionen von 
8, und die Koordinaten des 

Punktes P' , der aus P hervorgeht, indem man A in die 
unendlich benachbarte Lage A' überführt (Fig. 79), sind 
in bezug auf das System der Tangente und Normale in A' 
bzw. x + äx^ y + äy . Nennen wir die Verschiebungen 
von P gegen das ursprüngliche System dx und dy , so be- 
stehen zwischen den Koordinaten von F' in bezug auf 
beide Systeme die folgenden Gleichungen, wo Ax^ Ay ^ Ar 
die Koordinaten von A' im alten System sind: 

X -{- dx ^ Ax -\- {x -\- dx) cos Jt — {y + äy) sin Jr 

= X + Ax -{r dx •— y Ar ^ 

y + dy =^ Ay + {x •\- dx) sin Jr -f (y + dy) cos Jt 




Fig. 79. 



y + Jy + dy + xAx . 
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Dividiert man hier mit ds {= As ^ da) und bemerkt, daß 
UmAylAx = und also lim Jy/J« = 0, UmAxlAs = 1 ist, 
so erhält man die wichtigen Fundamentalformeln 

^_äx_y_,. dy__dy^ x^ 

^ ^ d8^ ds « "^ ' d« "" d« "^ « • 

Ist der Punkt P in der Ebene der Kurve fest, so sind 
dx und dy Null, und wir erhalten aus (9) die für die 
Unbeweglichkeit von P notwendigen und hinreichenden 
Bedingungsgleichungen 

(10) ^ = X _ 1 ^ = _^ 

Dieselben Bedingangen lauten in Polarkoordinaten 

(11) ^ = -^cosÖ , ^- = -^-^ H . 

ds . ds ^ Q 

Will man ferijer die Bedingungen für die Unbeweglichkeit 
einer Geraden aufstellen, die durch den Abstand p vom 
Anfangspunkt und den Neigungswinkel co gegen die Tan- 
gente gegeben ist und also die Gleichung hat 

(12) X sino) — y cosca + p = , 

so ist zu bedenken, daß all ihre Punkte {x, y) den Glei- 
chungen (10) genügen müssen. Differenziert man nun (12), 
so ergibt sich unter Benutzung von (10) 



(a?cosö> + ysinca) 



1 d(o 

T" 



i^ ^ ds 



+ 



dp 
ds 



= 0. 



Es müssen demnach, soll diese Gleichung für unendlich 
viele Werte von a?, y erfüllt sein, die Ausdrücke der 
eckigen Klammern einzeln verschwinden, d. h. es muß 

/-o\ <^ö> 1 dp 

sein. Diese beiden Bedingungen sind auch direkt geo- 
metrisch verständlich. 

124. Ist nun aber der Punkt P gegen die Kurve 
nicht unbeweglich, seine Koordinaten a?, y also solche 
Punktionen von s , daß die Gleichungen (10) nicht erfüllt 



124. 
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sind, so müssen wir uns die Aufgabe stellen, den Ort P 

von P in natürlichen Koordinaten Ä, s darzustellen. 

Wir müssen demnach versuchen, auch Ä und 5 als Funk- 
tionen von 8 darzustellen. N^un hat man ohne weiteres 
d s2 = ix^ + ^y^ = «^ äs^ j also 

(14) , -I.4., w. «>-(§-!+ 1)'+ (f + g. 

Um Ä in gleicher Weise als Funktion von s zu erhalten, 
müssen wir die Eelation zwischen den Tangentenwinkeln 
betrachten. Nennen wir die 
Neigung der Tangente von P im 
Punkte P gegen die a?- Achse ^ , 
dann ist tgd = dy/dx und der 
Neigungswinkel der Tangente in 
P' gegen die a?'- Achse gleich 
& + d'&. Nennen wir ferner den 
Tangentenwinkel der Kurve P 
selbst T, so daß also die Tan- 
genten in P und P' den Win- 
kel dr büden, so ist offenbar 
(vgl. Fig. 80) ^ + dr = dr +^d» , 
also dt=dr-{-d&j wenn dt und 
dr im nämhchen Sinne gemessen 
sind. Hieraus ergibt sich aber durch Division mit ds 




Flg. 80. 



(15) 



;< __ 1 dd' 



wo 



tg* = 



dy 

öx 



so daß aus (14) und (15) schließlich nur noch s zu eli- 
minieren ist, damit die natürliche Gleichung von P sich 
ergebe. • 

Beisp. Wir tragen auf der Tangente vom Berührungspunkte Ä 
aus die von einem festen Punkte 8 der Kurve (im Sinne der 
Drehung der Tangente) gemessene Bogenlänge bis P auf. Dann 
hat der Punkt P die Koordinaten x = — 8, y = 0. Der Ort des 
Punktes P ist nach unseren früheren Erläuterungen (Nr. 81) die 
Evolvente P der Grundkurve, die in 8 mit einer Spitze ansetzt. 
Wir erhalten nach (9) dxjd8 = 0j Sy/da = a/^, also '& = ^n, 
xj= sj^ . Hiemach konmit aus (14) d8 = 8 dsj^ und aus (16) 
<Rz=z 8 , Diese Gleichungen stimmen mit den seinerzeit für die 
Evolute gegebenen [Nr. 81 (10)] völlig überein. Für « = ist 
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wirklich Ä = , d. h. die Evolvente hat eine Spitze^ die wegen 
^ = ^n auf der Grundkurve senkrecht steht. 

Für die bekannteste und in natürlichen Koordinaten ein- 
fachste Evolvente, die »gewöhnliche Kreisevolvente«, ergibt sich 
hiemach die Gleichung 

(15a) ^ = 2a8, 

wo a der Badius des Kreises ist und die Striche über den Koor- 
dinaten weggelassen wurden. Da man für r den Wert ^/a erhält, 
^ aber mit dem abgewickelten Kreisbogen ins Unendliche wächst, 
so wächst auch t unbegrenzt, d. h. die Kurve geht von der 
Spitze für 8 = aus nach beiden Seiten in immer flacher wer- 
denden Windungen um den Grundkreis herum ins Unendliche. 
Nach (6*) erhalten wir für die Kurve die bekannte Parameter- 
darstellung in kartesischen Koordinaten, auf die Tangente und 
Nonnale der Spitze bezogen 



(15 a*) 



X = ajt cosT dt = a (oost + t sinr) 



y = a JT sinr dt = a (sinx — t cost) , 



aftBi 



125. In gleicher Weise wie den Ort eines Punktes P 
müssen wir die Einhüllende einer mit 8 veränderlichen 
Kurve U (a?, y, s) = bestimmen. Wir setzen ans der ge- 
wöhnlichen Differentialgeometrie als bekannt voraus, daß 
die Einhüllende identisch ist mit dem Orte der Schnitt- 
punkte unendlich benachbarter Kurven U(») und \J{8+d8). 
Demnach haben wir nur U nach 8 zu differenzieren und 
die Unbeweglichkeitsbedingungen (10) zu beachten. Be- 
stimmt man also x und y aus den beiden Gleichungen 

fv \ du X du du 

(16)U(.,,,,) = 0, (1-1)^-^^ + ^ = 

« 

als Funktionen von « , so ist das Problem auf das in der 
vorigen IN'ummer behandelte zurückgeführt. 

Beisp. 1. Suchen wir die Einhüllende der Kurvennormale, 
welche die Gleichung x = hat, so ergibt sich durch Differen- 
tiation sofort y/Ä — 1 = oder y = ^y d.h. die Normale berührt 
ihre Enveloppe im Erümmungszentrum. Hieraus erhält man 
Sxld8 = 0, dy/ds = d^ld8, sÄso wieder I = f d^ = ^ und 

d^l^ds = 11^, das sind dieselben Gleichungen wie oben für 
die Evolvente, nur daß die gestrichenen und ungestrichenen 
Koordinaten vertauscht sind. 
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2. Wir können ebenso die Einhüllende einer Geraden be- 
stimmen, die durch den Kuryenpunkt geht und gegen die Kurven- 
normale immer unter dem Winkel s geneigt ist. Man heißt solche 
Kurven »Evolutoiden« der gegebenen Kurve. Sie gehen für e = 
in die gewöhnliche Evolute über. Die Gleichung der erzeugen- 
den Geraden ist U ^ y — x ctg« = . Die Differentiation ergibt 
{y — ^ ctg« + x = . Also ist für den momentanen Berührungs- 
punkt o; = ^sin8C0S£y ^=^cos'« oder in Polarkoordinaten 
Q = ^cos«, = ^Tt — e. Das gibt den schon von R4aumub"^ 
ausgesprochenen Satz : Der Berührungspunkt einer unter festem Winkel 
gegen die Kurvennormale geneigten Geraden mit ihrer Enveloppe liegt 
im Fußpunkt des vom Krummungszentrum des zugehörigen Kurven- 
Punktes auf die Gerade gefäüten Lotes. 

Aus den Werten für x und y hat man femer 

^x . (d^ , . \ ajf (d^ ^ . \ 

-^ = sine l -= — cos« + sine I , -p- = cos« I -^ — cos« + sm« I , 

so daß x gleich dem Klammerausdruck wird. Demnach ist für 

die Evolutoide / __ ^^ 

Ä = Ä sin« + -= — cos« 

dt 



(17) 



+ /d« 



s =»sm« + / aWcos« 



Die erste dieser Gleichungen heißt die Habichsche^^^ Formel. 
Diese wird uns später nützlich sein. Hier sei nur bemerkt: Ist 
^ = a, so wird ^ = a sin« . Die Evolutoide eines Kreises ist 
also ein konzentrischer Kreis. 

126. Als größere Anwendung der allgemeinen Aus- 
führungen woUen wir noch die natürliche Gleichung eines 
Kegelschnittes aufstellen. Diese ist zwar an sich nicht 
einfach; aber sie interessiert uns, da wir schon Gelegen- 
heit hatten, die natürlichen Gleichungen der Parabel und 
gleichseitigen Hyperbel als spezieller Sinusspiralen kennen 
zu lernen (Nr. 93); andererseits wird sie uns unten (Nr. 199) 
von Wert sein. 

Der Kegelschnitt habe, auf eine Tangente als d?-Achse 
und die zugehörige Normale als j^-Achse bezogen, die Glei- 
chung 

(18) y = i{(xx^ + 2ßxy + yy^) . 

Es sei gleich bemerkt, daß die Parabel y==\oix^ den 
Kegelschnitt im Anfangspunkt dreipunktig berührt, so daß 

"^ Mtoi. Ac. Sc. Paris 1709. 
"«) Les Mondes 19, 1869, 33. 

WisLKiTHBB, Spezielle ebene Kurven. 12 
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sie denselben Krümmungsradius ® = lima?2/2y = 1/« wie 
der Kegelschnitt hat (s. die Formel in Nr. 54). Um die 
natürliche Gleichung von (18) zu finden, suchen wir die 
Einhüllende des Kegelschnittes nach (16), die mit diesem 
identisch sein muß. Wir differenzieren also (18), wobei 
zu beachten ist, daß auch die Koeffizienten ä, ^, y 
Funktionen von % sind und stellen die Bedingongs- 
gleichungen auf, daß die neue Gleichung (19) mit (18) 
identisch sei. Man erhält 

Die Bedingungsgleicbungen sind dann 

Die erste derselben bestätigt nur unsere obige Bemerkung; 
in Verbindung mit der rechts von ihr stehenden ergibt 
sie sofort 

(21) ß = T'di\-¥)--^"dI = d-s^''^^ ' 

Im weiteren ist es von Vorteil, die orthogonalen Invarianten 
des Kegelschnittes zu berechnen. Diese sind « + y und 
A ^ (xy — ß^ . Beide Größen bleiben yöUig ungeändert, 
welches rechtwinklige System man auch zugrunde legen 
möge. Nun ist 

oder 

A iog(« + y) = ^ log«-* , l logzr = A log«-* , 

also, wenn ju und v zwei Konstante sind, 

(22) a + y^/jt^"^, zl=v«"*. 

Um nun zur natürlichen Gleichung des Kegelschnittes zu 
gelangen, müssen wir uns nur noch nach einer Belation 
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zwischen (k , ß und den* zwei Größen von (22) umsehen. 
Es ist aber 

ß^ = —A + (xy = —A + oi{(x + y) — <x* 
oder, wenn wir die bezüglichen Werte einsetzen, 

(23) i(^r=:^#-v«*-i. 

Danach können wir die gesuchte natürliche • Gleichung 
in der Form schreiben 

(24) s^\(-—M===. 

Sind die beiden Achsenlängen 2 a und 2 6 gegeben, so 
lassen sich fx und v natürlich durch a und b ausdrücken. 
Wir benutzen dazu die Gleichungen (22), indem wir die 
orthogonalen Invarianten für einen Scheitel berechnen. 
Die Gleichung (18) wird dann 

(25) y-\[i+i) 

und man erhält, da ^ = h^ja , 

also 

a* 6* 1 

(26) ^ = ^ + ^, y^ 



Da nun v das Produkt der beiden Summanden von /i ist, 
kann man (24) schließlich in der Form schreiben 

(27) * ■ ^* 




l/[(^)* - l] [> - (^)*1 



Für die gleichseitige Hyperbel (& = i a) ist /i = , für die 

Parabel r = und lim&*/a = p , also /i = p""* . Dadurch 
gehen aus (27) die früher gefundenen speziellen Formen 
für^diese besonderen Kegelschnitte hervor (S. 135). 

12* 
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Zusätze. 1. Aus den in (20) und (Sl) gegebenen Werten von a 
und ß läßt sich sehr leicht eine schon' von Maolattbin gegebene 
Konstruktion des Krümmungszentrums der Evolute eines Kegel- 
schnittes ableiten. Der Mittelpunkt des Kegelschnittes (18) liegt 
auf der Geraden 

ax-{- ßy = 0, 

die man durch partielle Differentiation nach x erhält. Diese geht 
nun durch die angedeuteten Substitutionen, da 



/? = 



^d^ ^ 



3Ä* ds 3^*' 

über in 

3 Äa? = ^y oder y/x = ^H^ . 

Ist nun C der Krümmungsmittelpunkt für den Punkt A des Kegel- 
schnittes, C der für die Evolute in bezug auf den Punkt C und 
trifft CC den Durchmesser von A im Punkte Q, so ist CQ = ^^, 
Der Krümmungsradius der Evolute ist also dreimal so groß wie 
die Strecke CQ . 

2. Wegen einer späteren Anwendung wollen wir noch die 
Polarkoordinaten der Brennpunkte für ein aus Tangente und 
Nonnale bestehendes Koordinatensystem bestimmen. Die beiden 
Radien Vektoren zu den Brennpunkten seien q, q' , die auf die 
Tangente bezogenen Polarwinkel 0,6', dann ist q -{■ q' = 2a, 
0-\-0^=n , Gemäß den Unbeweglichkeitsbedingungen (11) hat man 



de 1 sinö 


dB' * 


1 sinö' 


ds <R ^ Q ' 


ds 


^ ' q' 



woraus durch Addition die Gleichung entsteht 

(28) |=(l + i,)3in^, 

eine schon von de l'Hospital ^^®*) gegebene Formel für den Krüm- 
mungsradius. Liegt eine Hyperbel zugrunde, so ist q — ^^ = 2 a , 
-{■ B' = 2 ^ , und die letzte Formel enthält ein Minus- statt des 
Pluszeichens. Im Falle der Ellipse kann man statt (28) schreiben 

(29) ß(2a — ß) = aÄsin<9 (=^^0 • 

Diese Gleichung ist durch eine weitere zu ergänzen, die man 
aus dem t^AFF' mittels des Kosinussatzes erhält. Sie lautet 

4(a« — 6«) = ß« + q'^ + 2ßß'cos2<? = (^ + ^0* — 4ee'sin«ö 

und schließlich 

(30) a^sin56>=6«. 



"8») Anal, des inf. petUs, Paris. 1. Aufl. 1696, 109. 
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3 



Aus (30) kommt smO == Yb^Ja^ , aus (29) dann die Gleichung 

3^ 

Q{2a — q) = ya* 6" ^ für die beiden Badienvektoren. 

§ 22. Allgemeine Behandlung der RoUkurven in natürlichen 

Koordinaten. 

127. Wenn wir nun eine Kurve A auf einer fest 
gedachten Kurve L rollen lassen, so ist es für die Vor- 
stellung und die Gestaltung der Formeln bequem, einen 
Moment der Bewegung zu wählen, wo die beiden Kurven 
sich im Berührungspunkte M die konvexen Seiten zukehren. 
Wir müssen dann, um bei den zwei Kurven dasselbe 
Koordinatensystem verwenden zu können, etwa für die 
feste Kurve die Eichtung der y -Achse umkehren und 
also z. B. in den Fundamentalformeln (9) des vorigen 
Paragraphen überall y durch —y ersetzen. Bezeichnen 
wir die Koordinaten der rollenden Kurve mit ^x, «a ? die 
der festen nur mit ^ und « , so ist für den beschreibenden, 
in der Ebene dieser Kurve festen Punkt P nach den 
UnbewegUchkeitsbedingungen 

(1) l^ = i— 1, '' 



Die unendlich kleinen Verschiebungen aber, die P gegen 
die feste Ebene erleidet, sind gegeben durch 

m ^^^A^y^jL^ h _ dy X 

^ ^ äs d« "^ « "^ ' ds" äs « • 

* 

Hier können wir die Werte von (1) einsetzen, da ja 
äs = dsx sein muß, und erhalten 

^ ^ d8 ^ Q ' d8 ^ d' 

wo 

(4) -^ = ^ + ^ 

gesetzt ist. Die Elemente der von P beschriebenen 

EoxQette P nennen wir Ä , 5 . Ist ferner '& der Neigungs- 
winkel der Tangente in P gegen die a?-Achse (vgl. Fig. 81), 
so hat man tg^ = dyjdx == —xjy , also = ^ — ^ tt . Das 



/^ 
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besagt nichts anderes, als daß die Kurvennormale in P 
durch Jf , das Momentanzentrum der Bewegung, geht. 

Aus (3) erhält man ferner so- 
fort 

(4 a) X = ds/ds = QJCij 
also 




« 



(5) 



-liä,. 



Flg. 81. 



Des weiteren gibt hier die For- 
mel (15) des vorigen Paragra- 
phen, wenn man die positiven 
Eichtungen der Tangente und 
Normale von P so orientiert, 
daß sie durch eine einzige Drehung mit den auf L be- 
zogenen zur Deckung gebracht werden können, 

/ß^ X 1 d& 



X 



« ds 



und wegen der Unbeweglichkeit von P nach Formel (11) 

d& de 



(7) 



1 sinö 



ds da ^x Q 

Setzt man diesen Wert in (6), so erhält man 

(8) 



X 



1^ 

Ci 



sin© 



und wenn man den für x erhaltenen Wert (4 a) benutzt, 
,Q, 1 1 Csine 

Die Formeln (5) und (9) gestatten, die natärliche Gleichung 
von P wenigstens in Parameterdarstellung zu geben, sofern 
nur die rechten Seiten etwa durch b ausdrückbar sind. 
128. Die Formel (9) dient auch zur Konstruktion 
des Blrümmungsradius von P , wenn Ä , ^x nnd die Lage 
von P gegeben sind. Zu diesem Zwecke schreibt man 
sie in der Form 

1 ^ ' ^ 
(3_sin(9 q(^- q) ' 



128. 
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oder schließlich 
(10) 



« 







Q Q \vt 'Xx/ sinö 

m 

Diese Gleichung wird die »Savarysche Formel« ^^®) ge- 
nannt. Ans ihr hat schon F. Sa VARY 
eine sehr einfache Konstruktion von 

Ä hergeleitet, die wir besser ver- 
stehen, wenn wir zuerst einen geo- 
metrischen Hilfssatz ableiten. 

Dieser Hilfssatz lautet: Ist ein 
Winkel vom Scheitel A und ein 
PunTct B gegeben, und sind die 
Schnittpunkte einer durch B gehenden 

Geraden mit den Schenkeln des Winkels X, Y (vgl. Fig. 82), 
so ist 

(^^) [yb + w) sin(i^X) = ^^^«*- 

Setzen wir <^-BX — /?, ^XAB^ocu ^BAY^a 
so hat man 

1 
XB 
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2 9 



sin()8 + ^i) 
AB'&inoci ' 



1 ^ m.n(ß — 0C2) 
IbY'^ ^^.sina 



2 



also 
1 



+ 



XB ' BY 



sin^- sin («1 + ^2) 
J;^ -sin«! sin «2 ' 



woraus sofort (11) folgt. 

Sind nun Cx und die Krüm- 
mungsmittelpunkte von A und L 
(Fig. 83), so läßt sich Formel (11) 
jedenfalls für einen Punkt A in 

bezug auf die Strecken Ä und ®a 
anwenden, der auf einem in M 
zu MF errichteten Lote liegt. Ist 

G das gesuchte Krümmungszen- _ _ 

trum für P , so ist MP = Qj MC ^ ^ — q, und wenn 

"•) Vgl. Journ. de math. (1) 10, 1846, 204/5. — Die Formel 
selbst war schon Eulbb bekannt (Novi Gomm. Acad. Petrop. 11, 
1765, 207, SuppL: „De fig. denUum rotarum*% 




Fig. 83. 
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wir uns auf der linken Seite von (10) noch den Fak- 
tor l/sin^TT hinzudenken, so können w in bezug auf die 

beiden Strecken q und Ä — ^ die Formel (11) wieder für 
einen auf dem schon genannten Lote liegenden Punkt an- 
wenden. Dieser Punkt Ä ist daher durch PCx bestimmt, 

und man hat folgende Konstruktion von 0: Ziehe in M 
das Lot zu MPj schneide dieses in A durch PCx^ dann 

treffen sich CA und PM in 0. 

129. Wünscht nun der Leser sofort eine Anwendung 
der bisher gegebenen Theorie, so möge er in ISt. 138 das 
Studium der zykloidalen Kurven aufnehmen, um dann 
hierher zurückzukehren. Wir wollen die allgemeine Be- 
handlung nicht unterbrechen und denken uns jetzt mit 
der rollenden Kurve A eine Kurve U fest verbunden, deren 
Einhüllende E wir suchen. Beduziert sich U auf einen 

Punkt, so kommt die Aufgabe 
auf die eben behandelte zurück. 
Wir wollen U dadurch gegeben 
denken, daß ^u nnd Xu=^dSuldsi 
als Funktionen von sx bekannt 
sind. Außerdem muß natürlich 
auch die jeweilige Lage des Be- 
rührungspunktes P von U mit 
der Enveloppe E in bezug auf 
das Momentanzentrum M angeb- 
bar sein. Letzteres wird dadurch 
erleichtert, daß wir bereits wissen, 
MP muß eine IN'ormale von U 
_ in P sein (Fr. 38). Wir müssen 
uns dann bestreben, ^ und x^dsjds für die Kurve E 
als Funktionen von s darzustellen. 

Betrachten wir zu diesem Zwecke eine unendlich be- 
nachbarte Lage, wo P nach P' gekommen und M' das 
Momentanzentrum ist [MM' = ds , PP' = x d« ; vgl. Fig. 84). 
Dann schneiden sich MP und M'P' im Krümmungs- 
mittelpunkt C von E und es ist 
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oder 
(12) 



PP' : PC = Jf 3f 'sinö : MC 



x:« = 8iiiö:(« — e) . 
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Eine ganz entsprechende Beziehung erhält man, wenn 
man in der beweglichen Ebene die Punkte Jfj und Pj 
betrachtet, die den Punkten M und P nach der unendlich 
kleinen Drehung entsprechen. Hier ist nämüch, wenn 
JfjPi und M'P* sich in Gi schneiden, 

P^P' : PjOi = M^M' sinö : M^Cu 
oder 

(13) X« : «« = sine : («u - Q) . 

Nun ist aber in der beweglichen Ebene (5a? = d«uSinö, 
^y == — d^^cosö, also 

(14) -5 — = Xu sinö = xu— i -z^ = — «« cosö = —Xu — . 

Trägt man diese Werte in die sich auf die bewegliche 
Kurve beziehenden Fundamentalformeln ein, die lauten 

nß^ — ^ — ^^Ml 1^ — -^ 

so erhält man die Werte 

Diese Ausdrücke kann man nun wieder, da dsx = äs sein 
soll, in die Formeln (2) für die feste Kurve eintragen, 
und man bekommt so schließlich für die Variationen von 
P in der festen Ebene die Formeln 



(17) 



dx (xu , 1\ , y (xu . 1\ 



Diese bestätigen einerseits, da by\bx = —x\y^ daß der 
Ort von P mit der Enveloppe von U identisch ist, anderer- 
seits erhält man ans ihnen 

(18) X = «„ + -|- , 

Hieraus ist x als Funktion von % zu entnehmen. Aus 
Oleichung (12) erhält man sodann ^. 
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130. Setzt man in (18) anstatt x und Xu die sich 
aus (12) und (13) ergebenden Werte ein, so folgt 



"R-Q Q-^u C3.sinö 
Dies kann man in die Form bringen 



ifR - q){q - <Ru) dsaxe 
oder schließlicli 

(19) -^ 1 ^ -M I M ^ 

Das ist die Savarysche Formel in etwas erweiterter Gestalt. 
Setzen wir hier Q — ^u^Qu so hat sie genau die Form (10). 
Wir müssen also, wie früher P, so hier das jeweilige 
Krümmungszentrum Cu niit Cx verbinden, um auf dem 
Lot zu MP den Punkt A zu erhalten (Fig. 83). Die 
Tatsache, daß der Ort von 0« mit dem Ort von P das 
Krümmungszentrum C gemein hat, können wir geometrisch 
besser verstehen, wenn wir bedenken, daß in allen Fällen, 
wo es sich um gewöhnliche Berührungen handelt, die 
Kurve im fraglichen Punkt durch den Krümmungskreis 
ersetzt werden kann. Die Enveloppe eines bestimmten 
Krümmungskreises ist aber gewiß zum Orte seines Mittel- 
punktes parallel. 

Beisp. Ist die Kiurve U , deren Einhüllende E gesucht wird, 
eine Gerade, welcher Fall wohl fast ausschließlich der Rechnung 
zugänglich sein wird, so ist %i^ = oo, daher nach (13) x^ = sind, 
was geometrisch selbstverständlich ist. Gemäß (18) ist also 
X = sinö + QJa und da nach (12) Ä = Q^K^ — sinö) , so hat man 
ür E folgende Darstellung 

(20) 8 = fUme + -|-j da, ^ = q -h d sin(9 . 

Setzt man Q. sin = q, so ist dies die Gleichung eines Kreises, 
der die gemeinschaftliche Tangente der Polkurven in M berührt 

und den Durchmesser 0,= ^'Rxl(^+ '^x) hat. Da ^=e + ^, 
liegt das Elrümmungszentrum von E immer auf diesem Kreise, 
wenn U eine Gerade ist. Der Grund hiervon wird, wie der 
eigentliche Charakter dieses Kreises, aus dem folgenden Para- 
graphen ersichtlich werden. 
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§ 23. Die de la Hireschen Kreise. 

131. Wir nahmen im vorigen immer die Kurve L als 
fest an, A als beweglich. Die erhaltenen Formeln sind 
aber in Ä und Äa symmetrisch und bleiben also ungeändert, 
wenn man die Bewegung umkehrt. Aus der in Nr. 128 
gegebenen Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes 
zu der Bahn eines in der Ebene von A festen Punktes P 
geht aber hervor, daß bei der umgekehrten Bewegung P 

der Krümmungsmittelpunkt zur Bahn des Punktes G ist. 
Diese Bemerkung wird uns im folgenden nützlich sein. 

Ferner müssen wir uns eines Satzes bewußt werden, 
der eines eigentlichen Beweises nicht bedarf, da er geradezu 
zum Begriffe der umgekehrten Bewegung gehört. Er lautet : 
Beschreibt ein Punkt P im, der Ebene der Kurve A, wenn 
diese auf L abroUt, eine Kurve P, so geht bei der um- 
gekehrten Bewegum,g P immer durch den festen Punkt P. 
Betrachten wir nur eine unendlich kleine Bewegung, so 
läuft jeder Punkt P momentan auf der Tangente T seiner 
Bahnkurve. Bei der umgekehrten Bewegung werden also 
alle diese Tangenten sich um die Punkte P drehen, d. h. 
dort ihre Enveloppen berühren. Wenn aber der Punkt P 
auch im nächsten Momente der Bewegung auf derselben 
Tangente T bleibt, d. h. wenn er einen Wendepunkt seiner 
Bahnkurve beschreibt, so wird bei der umgekehrten Be- 
wegung die Tangente T in drei konsekutiven Lagen durch 
den Punkt P gehen, d. h. ihre Enveloppe wird in T eine 
Spitze haben (vgl. 8. 189). 

132. Betrachten wir nun alle oo* Punkte der Ebene 
in ihrer momentanen Bewegung, so wird es darunter 
offenbar oo^ Punkte W geben, die eben einen Wende- 
punkt W ihrer Bahnkurve beschreiben. Um einen solchen 
Punkt zu^ finden, brauchen wir nur das Krümmungs- 
zentrum C in irgend einer Eichtung unendlich fern an- 
zunehmen, CA^ II CM und MA^ _L Oif zu ziehen (Fig. 85), 
A^ mit Cx zn verbinden, dann schneidet OM auf GxA^ 
einen solchen Punkt W aus. Drehen wir OJf , sa be- 
schreibt W einen Ort W, der leicht zu bestimmen ist. 
Es ist nämlich immer 

MW : CAi = «A : (« + «a) . 



188 rV. Abschnitt. Rouletten; insbes. zyklische Kurven. 132, 133. 




Flg. 85. 



Demnach liegt der Ort von W zu dem Orte von Ä^ in 
bezug auf Gx homothetisch. Ai aber beschreibt den Kreis 

über MC = Ä als Durchmesser. 
A Also ist W ein Kreis, dessen 

Durchmesser MH man erhält, in- 
dem man WH II MÄi zieht. Es ist 

MH : « = «A : (« + «a) , 

►L also MH = a. In der Tat zeigt 
auchdie Formel (9) des § 22, daß 

für Ä = oo Q = C2_sinö sein muß. 
Das ist aber nichts anderes, als die 
Polargleichung unseres Kreises W , 
den man den »Wendekreis« 
nennt. Auf ihm liegen alle Punk- 
te TT, die im gegebenen Augen- 
blicke Wendepunkte ihrer Bahn- 
kurven sind. Alle zugehörigen 
Wendetangenten (WH) laufen natürlich durch H. Wenn 
bei der Abwickelung ein Punkt P von A eine Gerade F 
beschreibt, so muß P immer auf W liegen und f immer 
durch H laufen. 

133. Wenn wir umgekehrt die Punkte B suchen, die 
Krümmungsmittelpunkte für die Trajektorien von auf der 
unendlich fernen Geraden liegenden Punkten der Ebene (A) 
sind, so müssen wir durch M irgend eine Gerade MW 
ziehen, CxÄiWMW und MAiA.MW machen, und er- 
halten auf MW einen solchen Punkt B durch die Ver- 
bindungslinie GÄi. Dieselben Überlegungen wie vorhin 
zeigen, daß B, wenn MW sich dreht, auf einem Kreise R 
liegt, der zu dem Kreis über MOx = Äa als Durchmesser 
in bezug auf homothetisch liegt. Sein Durchmesser MH' 
ist daher ebenfalls gleich d. In der Tat ist schon nach 
der Konstruktion MB = MW für jede Lage. Auch die 
Savarysche Formel (10) des § 22 zeigt, da f ür ^ = c» 

auch Ä = oo wird, daß lim (® — ^) = C2.sin ist. Aber 
wir hätten die Existenz dieses zweiten Kreises R ohne 
weiteres aus der Umkehrung der Bewegung folgern können. 
Denn wenn das Krümmungszentrum für W bei der 
direkten Bewegung unendlich fern ist, so ist bei der um- 
gekehrten Bewegung W das Krümmungszentrum für die 
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Trajektorie von 0. Der Kreis R ist aber für die direkte 
Bewegung dasselbe, was W für die umgekehrte bedeutet. 

Da auf R somit die Krümmungszentren aller unend- 
lich fernen Punkte der Ebene (A) liegen, ist R nach Nr. 130 
auch der Ort für die Krümmungszentren der Enveloppen E 
aller Geraden U der Ebene (A), da ja deren Krümmungs- 
mittelpunkte unendlich fern sind. D. h. ein bestimmter 
Punkt B von R ist das Krümmungszentrum für die Ein- 
hüllenden aller Oeraden, die auf BM senkrecht stehen 
(vgl. Zusatz von Nr. 130). Daß diese Parallelkurven be- 
schreiben, ist ja ohnehin selbstverständlich. 

Der Kreis R hat aber noch eine weitere, sehr wich- 
tige Bedeutung. Wenn nämlich die Gerade, zu deren 
Enveloppe Punkt B das Krümmungszentrum ist, durch B 
selbst geht, also mit BS' zusammenfällt, so ist der Krüm- 
mungsradius der Enveloppe in diesem Punkte Null, der 
Punkt also ein Eückkehrpunkt der Enveloppe von BH\ 
Auch dies geht aus der Umkehrung der Bewegung sofort 
hervor. Denn wenn W sich bei der direkten Bewegung 
in drei konsekutiven Lagen auf der Geraden WH befindet, 
so geht die Gerade WH bei der umgekehrten Bewegung 
durch die drei konsekutiven Lagen von W, dort eine Spitze 
ihrer Einhüllenden beschreibend. Auf dem Kreise R liegen 
also für die direkte Bewegung alle Spitzen der Enveloppen, 
die durch Gerade der Ebene (A) in einem gegebenen Moment 
beschrieben werden. Daher heißt R der »Eückkehrkreis« 
der Bewegung ^^% Wir hätten ihn ebenso aus Gleichung (20) 
des vorigen Paragraphen ableiten können, die sofort sagt, 

wenn Ä für die Enveloppe der Geraden Null sei, müsse 
Q = --C2_sinö sein. Alle Tangenten der Spitzen gehen natür- 
lich durch H\ Wenn bei der Abwickelung eine Gerade f 
von (A) sich um einen in (L) festen Punkt P dreht, 
so muß P sich beständig auf R befinden, d. h. allen 
Eückkehrkreisen gemeinsam sein, f immer durch H' 
gehen. 



^^) Den ersten Kreis W fand bereits db la Hnts jyTruM des 
Batdettes'', Hist. de l'Acad. Paris 1706, 340. Da aber R eine direkte 
Folge von W ist, darf man beide Kreise wohl als de la Hiresche 
Kreise bezeichnen. A\if R selbst machte zuerst S. Abonhold 
aufinerksam in der wichtigen Abhandlung „Qrundzüge der hinem, 
Geom,, Verb. Ver. Fördg. d. öewerbfl. 51, 1872, 129. 
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134. Die de la Hireschen Kreise können häufig auch 
bequem anstatt der Savaryschen Formel zur Konstruktion 
der Krümmungsmittelpunkte benutzt werden. Zu diesem 
Zwecke ist die Kenntnis zweier Beziehungen von Wert, 
die wir noch ableiten wollen. Ist auf der Normale PM 

der Trajektorie P eines Punktes P G das Krümmungs- 
zentrum, R der Schnittpunkt mit dem Eückkehrkreis 

(s. Fig. 86), so ist nach der 
Formel von Savary 
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EM 


oder 
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CM 
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CP- 
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GM 


CB' 


woraus sich 


die Beziehung 


(1) 


CM' 


-CR- 


CP 



ergibt. Wenn man also OM 
nach rückwärts um sich selbst 
bis M' verlängert denkt, so sind B und P durch M^ 
und M harmonisch getrennt; man hat M' als vierten 
harmonischen Punkt zu Ä, M, P, und G als Mittelpunkt 
von MM\ 

Es sei ferner W der Punkt, wo MP den Wendekreis 
schneidet, so ist wie vorhin 



oder 



PM MC WM 



+ ^r^ 



PM PC-PM PM-PW 



Hieraus folgt die (1) entsprechende Beziehung 



(2) 



r2 



PM' = PW-PC . 
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Verlängert man also PM nach rückwärts um sich selbst 
bis M^\ so ist G als vierter harmonischer Punkt zu 
Jf , W j M'' bestimmt. 

135. Wir wollen nun unsere Kenntnisse sofort zur 
Konstruktion der Krümmungszentren einiger schon früher 
behandelten Kurven verwenden. Die (schiefe) Astroide war 
definiert als Enveloppe einer Strecke PQ , deren End- 
punkte auf den Geraden PO 

bzw. QO, laufen (Fig. 87). 
Der Kreis (POQ) ist dann 
der Wendekreis. Denn P 
und Q müssen, ^a sie Gerade 

beschreiben, auf W liegen; ^> '<^ \t\\ ,-.-''? 

außerdem geht Kreis (POQ) ^---Jy^ VW 

auch durch das Momentan- 
zentrum M . Das Lot von 
M auf PQ gibt den Berüh- 
rungspunkt B . Das Krüm- f'«- ^' 
mungszentrum der Astroide 

in B muß auf dem Eückkehrkreis R liegen. Dieser ist 
aber zu W in bezug auf M symmetrisch. Schneidet also 
MB den Kreis W in D, so müssen wir nur MD nach 
rückwärts um sich selbst bis C verlängern, um dieses 
Krümmungszentrum zu erhalten. Da OBJ-MB, braucht 
der Kreis W nicht gezeichnet zu werden. 

136. Um das Krümmungszentrum der Fußpunkts- 
kurven zu finden, kann man die Bemerkung benutzen, 
die wir schon früher Q^t. 50) machten, daß jede Fuß- 
punktskurve einer Kurve C in bezug auf einen Pol P 
als homothetische Verkleinerung (im Verhältnis 2 : 1) einer 
Eollkurve betrachtet werden kann, die durch den zu P 
in bezug auf die Tangente von C symmetrischen Punkt P^ 
beschrieben wird, wenn auf .0 eine kongruente Kurve C^ 
symmetrisch abrollt (vgl. Fig. 88). Sind 0, C" die be- 
treffenden Krümmungszentren, M der Berührungspunkt 
von C und C, der Mittelpunkt Q von PP^ der die Fuß- 
punktskurve beschreibende Punkt, so erhält man den 
Krümmungsmittelpunkt G^ zur Trajektorie von P^ durch 
MA ± MP' (A auf CP") als den Schnittpunkt von CA 
mit MP\ Das Krümmungszentrum G der Fußpunkts- 
kurve halbiert C^P . In der Tat muß es auf der Ifor- 



192 rV. Abschnitt. Rouletten, insbes. zyklische Kurven. 136. 



male des Punktes Q , der Diagonale des Eechtecks MM^PQ 
liegen. Jf^ ist das Momentanzentrum für die durch die 
Pußpunktskonstruktion definierte Bewegung. 

Mittels des Eückkehrkreises erhalten wir aber auch 
eine sehr einfache direkte Konstruktion. Dieser Bück- 
kehrkreis ist hier der 
^^^ Kreis (OJfiP). Denn die 

Gerade PQ dreht sich 
immer um P , ßlso muß 
P auf R liegen, G des- 
gleichen als Ejümmungs- 
mittelpuukt der Bnve- 
loppe der Geraden MQ 
und Ml als Momentan- 
zentrum. Wir haben nun 
G auf QM^ so zu wählen, 
daß 

Dies wird erreicht, wenn 
wir BF ± GM fäUen und 
auf PP nehmen. Denn 
"•• 8»- dann ist 




GMi : GB - GP: GF = GQiGM^ . 

Nun schneiden sich aber BF und PM in einem Punkte G 
von R, und da GP Durchmesser von R ist, läßt sich G 
auch durch G01.PM erreichen, so daß auch hier die 
Zeichnung von R überflüssig wird. Man konstruiert also 
folgendermaßen: GQ±PM, GF±GM, PF und QM^ 
schneiden sich in G^^^). Pur eine große Anzahl früher 
behandelter Kurven ist hiermit die Konstruktion des 
Krümmungszentrums gegeben, insbesondere für die all- 
gemeinen und alle speziellen Fußpunktskurven der Kegel- 
schnitte, wenn man nur das Krümmungszentrum der 
Grundkurve zu konstruieren weiß. Für die Kegelschnitte 
gibt es ja unzählige solche Konstruktionen. Wir weisen 



**^) Diese Konstruktion wurde zuerst von Em. Wkyr an- 
gegeben. Stzgsb. Ak. Wien 59, 1869, Abt. 11, 169. 
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hier nur darauf hin, daß man, wenn gerade keine andere 
zur Hand ist, eine solche aus der Beziehung (28) des § 21 
ableiten kann, indem man zuerst ^/sinö und Q^l^inO auf 
der l^ormale abträgt. Für die Parabel ergibt sich im 
besonderen ^sinö = 2^, d. h. die Projektion des Krüm- 
mungsradius auf den Brennstrdhl des BerührungspunJctes 
ist gleich der doppelten Länge des Brennstrahles. 

Die Fig. 88 gibt aber noch zu einer weiteren Be- 
merkung Anlaß, die von großem Interesse ist. Da 
< Ol Jf « <j: PM G , so hüUt Jf Ol nach unserer früheren 
Definition die Katakaustik des Punktes P in bezug auf 
die Kurve C ein. Diese Kurve ist also die Evolute der 
von P' beschriebenen (zweimal vergrößerten) Fußpunkts- 
kurve (vgl. Nr. 66). Da Oi der zu P' gehörige Krümmungs- 
mittelpunkt ist, ist Ol au>ch der BerührungspunJct des reflek- 
tierten Strahls mit der Brennlinie ^^2), der hiernach leicht zu 
konstruieren ist. 

137. Der Eückkehrkreis setzt uns aber auch in den 
Stand, zur Koppelkurve den Krümmungsradius zu kon- 
struieren, ohne daß wir die Polkurven bzw. deren Krüm- 
mungszentra zu kennen brauchen. Sind wie früher (Nr. 111) 
j 0' die festen, P , Q die auf den Kreisen um bzw. 0' 
beweglichen Punkte, L der mit der Koppel PQ fest ver- 
bundene beschreibende Punkt (vgl. Fig. 89), so ist der 
Schnittpunkt M von PO und QO^ das Momentanzentrum, 
ML die l^ormale der Koppelkurve in L . Wir suchen 
nun R zu bestimmen, indem wir die Schnittpunkte B^ 
bzw. Rq auf MP bzw. MQ suchen. Machen wir OMp = OM , 
so ist Bp nachlNTr. 134 der vierte harmonische Punkt zu 
P , Mp , M . Ebenso findet man mittels eines entsprechenden 

Ziehungen : 

^^ MBp MO MP ' MBq MO' MQ ' 

wo die Minuszeichen dadurch veranlaßt sind, daß P, 
bzw. Q , 0' auf derselben Seite von M liegen. Durch 

^**) Auf diesen Zusammenhang zwischen Katakaustiken und 
Fußpunktskurven machte schon de l'Hospitax» Änalys. des inf, petita j 
Paris 1715, 105 aufmerksam. Vgl. Kessler^ Zeitschr. Math. Phys. 
23, 1878, 1—34. 

WiBLEiTNBB, SpozieUe ebene Kuryen. 13 



Punktes Mq den Punkt Rq. Es bestehen dann die Be 
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Mj Bp, Bq können wir den Kreis R legen. Schneiden 
sich nun PQ und 00' in Ä, und ziehen wir noch M8. 
dann ist nach dem beim Beweise der Savaryschen Formel 
(Nr. 128) benutzten Hilfssatz in den beiden Dreiecken 
PMS und QMS 

^^ \M0 MP} siniSMP) \M0' ifO/si 



MQJ Bin{SMQ)' 




Flg. 89. 

also nach (2) 

(5) • MBp : MBq = Bm(SMQ) : Bin{SMP) . 

Diese Gleichung zeigt an, daß B^Bq zu MS parallel läuft 
{^SMQ = ^MBqBp', <SMP^7t-^MBpBq). 

Was aber für P und Q gilt, muß für irgend zwei 
andere Punkte der beweglichen Ebene, z. B. P und i, 
ebenfalls gelten. Den Punkt Bi erhalten wir auf R , in- 
dem wir ML verlängern. Ist dann G das gesuchte Krüm- 
mungszentrum der Trajektorie von ,L und T der Schnitt- 
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punkt von PL und 00, so muß BpBiWMT sein. Da 
aber <Ki?/-Bpi?,= <i?/Jlf i?^, so ist auch <JK/Jlf 5,= ^TM8 
oder, was dasselbe ist, -^LMT = -^QM8 . _ 

Wir haben demnach folgende Konstruktion von 0, 
in der R gänzlich ausgeschaltet ist: 

Ist M der Schnittpunkt von PO tmd Q0% 8 der von 
PQ und 00% 80 mache man -^LMT — ^QMS und vom 
seihen Sinne, dann schneidet OT auf LM das Krümmungs- 
zentrum aus. 

ZttSitze. 1« Es ist nach unseren bisherigen Entwicklungen klar^ 
dai diese Konstruktion nicht etwa bloß gilt, wenn P und Q die 
Kreise beschreiben. Es müssen vielmehr nur und 0^ die 
momentanen Krümmungsmittelpunkte der sonst beliebigen Tra- 
jektorien von P und Q sein. Auch können P und Q selbst 
Krümmtmgsmittelpunkte von Kurven P und Q sein, deren Ein- 
hüllende man kennt (Nr. 130). OP und O^Q müssen nur die mo- 
mentanen Normalen zu den Einhüllenden (und zu P bzw. Q) sein. 
Natürlich können P, Q und 0, 0^ auch vertauscht werden. 

2« Von Wichtigkeit ist noch eine Bemerkung über die gemein- 
same Tangente der Folkurven in 3f . Diese berührt den Kreis R 
in M. Also ist der Winkel, den sie mit MBp bildet, als Tangenten- 
Sehnen winkel gleich -^^.BpBqM = ^QMS , Man konstruiert sie 
also, indem man -^PMZ = '^QMS im entgegengesetzten Sinne 
machtm Diese und die oben gegebene Konstruktion heißen die 
fiobillierschen ^" *) Konstruktionen. 

§ 24. Die zykloidalen Kurven. 

138. Der einfachste Fall der Eollkurven ist der, wo 
die Krümmungsradien ^ «und Äa der beiden Polkurven 
konstant gleich B und r sind, die Polkurven also Kreise 
sind, die auch zu Geraden ausarten können. Alle Kurven, 
die bei einer solchen Bewegung irgend ein Punkt P der 
Ebene des rollenden Kreises (r) beschreiben kann, heißen 
»zyklische Kurven«. Unter ihnen sondert sich eine 
Familie scharf ab, das sind diejenigen zyklischen Kurven, 
deren beschreibender Punkt auf dem Umfange des rollenden 
Kreises liegt. Wir heißen diese »zykloidale Kurven« 
oder auch kurz »Zykloidalen«. Sie wollen wir zuerst 
betrachten. 



"«•) Cours de giamärie, 12* ^d., Paris 1870, 232. 

13* 
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Der Punkt P des rollenden Kreises (O^ falle zunächst 
mit dem Punkte Pq des ruhenden Kreises (0) zusammen. 
Wir betrachten dann einen Moment der Bewegung, wo 

sich die Kreisein M berühren 
und der Bogen MP == MPq = a 
abgerollt ist (vgl. Fig. 90). 
Sind dann die Bezeichnungen 
wie bisher und nennen wir den 
» Wälzungswinkel « {MOPq) , 
den die Zentrale beider E[reise 
mit der Anfangslage OPq 
bildet CO, so ist 

^ ' \ ö = 2rsinö. 

Da ds = xda j wo x nach 
Gleichung (4 a) in Nr. 127 
den Wert ß/C2.hat [C2. kon 
stant = B r/{B + r)] , so ist 
zunächst 

Flg. 90. (2) da ^ ili^tü) ßinö dö . 

Für den Krümmungsradius 9 der gesuchten Zykloidale 
hat man nach Qleichung (9) in Nr. 127 

^^ ^^ Q^ "4r(B + r)sinö • 

Demnach ergibt sich die Parameterdarstellung 
(4) 8 = a cosö + ff , ' Ä = 6 sinö 

und hieraus die natürliche Gleichung 




(5) 

WO 

(6) 



(g-g)« , g^ 



a 



2 



= 1 



a = 



4r(JB4-r) 



6 = 



4r(JB + r) 



E ' B + 2r 

und g eine Integrationskonstante bedeutet, die davon ab- 
hängt, wo wir auf der Zykloidale die Bogen zu zählen 
beginnen. Hierfür gibt es nun zwei ausgezeichnete 
Stellen. Der Krümmungsradius 9 verhält sich nämlich 
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wie die Sinusfunktion. Er ist Null für ö = 0, hat ein 
Maximum 6 für ö = J^ ji und nimmt wieder zu Null ab 
für = TZj um bei weiterem Wachsen von 6 dieselben 
Werte periodisch immer wieder anzunehmen. Bei ö =- , 
im Anfange der Bewegung, hat die Zykloidale daher eine 
Spitze, deren Tangente, wie aus der Betrachtung der 
Kurvennormale PM ^^^) hervorgeht, der Eadius OPq ist, 
für 9 = ^71 einen »Scheitel«. Zählen wir die Bogen von 
diesem Scheitel aus, so wird ? = und die Gleichung (5) 
nimmt die Form an 

(7) «V + ®Vft* = i • 

Zählen wir aber die Bogen von der anfänglichen Spitze 
aus, so muß für ö = « = , also g = —a sein und die 
Gleichung (5) wird 

(7*) «2__2-8-^82. 

139. Wie (7) der kartesischen Mittelpunktsgleichung 
der Ellipse, so ist (7*) der Scheitelgleichung der Kegel- 
schnitte analog. Und wie die letztere sehr anschaulich 
den Übergang von der Ellipse zur Parabel (und schließlich 
zur Hyperbel) zeigen kann ^2*), so dient sie hier dazu, die 
Gleichung in dem Grenzfalle r = 00 , der der gewöhnlichen 
B[reisevolvente entspricht, aufzustellen. Für r = 00 wird 
nämlich sowohl a als b unendlich, aber auch lima/b 
= lim (i? + 2 r)lB = 00 , so daß lim 6/a =» . Der Grenzwert 
von h^ja — 4i?r(E + r)l(B + 2r)^ bleibt aber endlich und 
wird gleich B. So erhalten wir aus (7*), wenn wir nur 
noch das Zeichen von 8 ändern, d. h. die Bogen entgegen- 
gesetzt zählen, die natürliche Gleichung 

(8) «2 = 2E« 

der gewöhnlichen Kreisevolvente, die wir in Nr. 124, Beisp. 
schon auf direktem Wege fanden. Die Kurve ist in 
Fig. 91 dargestellt. 

^'^) Daß die Normale der Zykloidale durch den Berührungs- 

Sunkt der beiden Kreise geht,, die Tangente also durch dessen 
^egenpunkt 3f^ erkannte bereits de la Hirb, Ano. m^m. Ac. 
Paris 9, 1694, 234. 

^^*) Vgl. den kleinen Aufsatz des Verfassers „Zwei Anw, der 
sog. Scheitdgleichung der Kegelschnitte", Zeitschr. math. nat. Unten*. 



00. 

^5, 



35, 1904, 493/97. 
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Auch der andere Grenzfall B = oo soll hier gleich er- 
ledigt werden. Wir finden aus (6) a = 5 = 4 r . Die Kurve 
wurde von Galh^ei, der sie zuerst ausführlicher betrach- 




Fig. 81. 




Flg. 92. 



tete (1559), »Zykloide« genannt. Sie ist durch Fig. 92 
wiedergegeben. Ihre natürliche Gleichung ist nach (7) dör 
kartesischen Gleichung des Kreises entsprechend 

(9) «2 + «2 = (4^)2, 
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140« Aus der Darstellung (4), wo wir, von der Kreis- 
evolvente absehend, c = denken, können wir die Gestalt 
der zykloidalen Kurven, für die wir die Hauptmerkmale 
schon angegeben haben, ohne weiteres entnehmen. Da ^ 
niemals unendlich werden kann, besteht die Zykloidale aus 
(im aUgemeinen unendUch vielen) kongruenten Zügen, die 
immer nach derselben Seite konvex sind und so aneinander- 
schließen, daß sie gegen die Basis senkrecht stehende 
Spitzen bilden. Jeder Zug entspricht dem einmaligen Ab- 
rollen des beweglichen Kreises. Die Länge l eines solchen 
Zuges ist nach (4), da von bis n geht, 

(10) l^2a=^8r{E + r)IBj 

für die Zykloide also 8r, was schon Wallis (1659) fand. 
Bei den Zykloidalen mit Kreisbasis müssen wir zwei 
Fälle unterscheiden, ob die ganze Kurve sich außerhalb 
des Basiskreises, befindet: »Epizykloiden« (die Spitzen 
sind nach innen gerichtet, die Kurve ist nach außen 
konvex), oder ob die Kurve völlig im Innern des Grund- 
kreises Uegt: »Hypozykloiden« (die Spitzen sind nach 
außen gerichtet, die Kurve ist nach innen konvex) *25). 
Der letztere Fall wird immer eintreten, wenn der rollende 
Kreis vom Basiskreis eingeschlossen wird, d. h. wenn r 
negativ und |r| <Ä ist. Der erstere Fall tritt ein, wenn 
der rollende Kreis außerhalb des Basiskreises liegt, sei es 
nun, daß r positiv ist, oder daß bei negativem r (Be- 
rührung von innen) |r| > jB ist. Daß in diesem Falle 
keine anderen Kurven erzeugt werden, wie bei positivem r , 
beruht auf einem merkwürdigen Satze von der doppelten 
Erzeugung jeder eigentlichen zyklischen Kurve, den wir 
zunächst für die Zykloidalen ableiten wollen ^2^). 

i*s) Diese Einteilung geht auf L. Eüleb (1784) zurück. Die 
Idee des Rollens von Kreisen aufeinander war schon den grie- 
chischen Astronomen eigen. Systematisch betrachtete zuerst 
Albbeoht Dübeb in seiner Underweysung ttsiu,^'^ eine spezielle zy- 
kloidale Kurve (Pascalsohe Schnecke), die er »Spinnenlinie« nannte. 
Als eigentlichen Erfinder der zyklischen Kurven darf man aber 
erst DssABeuss betrachten (Mitte des 17. Jahrh.), der sie sofort auf 
die Konstruktion der Zahnräder anwendete. 

^'*) Für diese war er schon de la Hibe und Eulbb bekannt. 
Man sehe den vorzüglichen Bericht über den gegenwärtigen Stand 
der Lehre von den zyklischen Kurven von E. Wölffing in Bibl. 
math. (3) 2, 1901, 235—259, der mit einer vollständigen Biblio- 
graphie versehen ist. 
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141. Ist die natürliche Gleichung einer Zykloidale in 
der Form (7) gegeben, so bestimmen sich die zugehörigen 
Eadien B, r aus den Konstanten a*, h^ durch Um- 
kehrung der Gleichungen (6) in der Form 

(11) i2= ^*' ^^ 



«2 - 52 ' 



r = 




2(a + h)' 

Hier sind a, & die Quadratwurzeln der Größen a^ , h^ , 
können also beide auch negativ sein. Wenn wir nun für 
a^ > &2 R als positiv betrachten, so ist damit auch a > 
gegeben, b aber kann auch negativ genommen werden. 
Dies führt jedesmal zu einem zweiten EoUkreise, d. h. zu 
dem Wertesysteme 

(^^ ) ^-a^^h^' "" 2(a-5)- 

Es ist immer r + r'=— E und man bemerkt, daß für 

a^ > b^ (Epizykloide) r > , aber r'< ist, während 

^TfTc^ ><!T^N. y\=R + r>R (Fig. 93a), 

/\AJ ^^^ f\ ^^\ ®^ ^^^ ^^ ^'^^ Kreis vom 

' -^1^ ^ / J^k^ \ Eadius r außen rollt, der 

Kreis vom Eadius r' zwar von 
innen berührt, den Grundkreis 
aber immer einschließt. Ist 
a^ < &2 (Hypozykloide) , so 
müssen wir a negativ nehmen, 
damit i? positiv bleibe, dann ist sowohl r wie r' negativ 
und |r'| + |^| = -R- Beide Kreise rollen also im Innern 
des Grundkreises (Fig. 93 b). 

Bern. Ist I r I < £ und wir erzeugen, von demselben Punkte 
des festen Kreises (12) ausgehend, eine Epizykloide und eine Hypo- 
zykloide mit dem n&mlichen rollenden Kreis (r) , so fallen die 
Spitzen in dieselben Punkte und es ist die absolute Länge eines 
Bogens in beiden Fällen 

Zj = 8r(Ä + r)/E, ^^ = 8r(Ä — r)/Ä . 

Daher ist unabhängig von R 

Z, + ^2 = 16 r. 

Ist aber | r | > JS , so entstehen zwei Epizykloiden und es ist dann 
\ — Zg = 16 r , wenn beide Bogen absolut gemessen werden. 

142. Wir sagten schon oben, daß die Anzahl der 
Züge einer zykloidalen Kurve im allgemeinen unendlich 



Fig. 93 a. 



Fig. 93 b. 
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groß sei. Biese Anzahl hängt nämlich von dem Verhältnis 
fx = E/r der beiden Kreisradien (oder Peripherien) ab. 
Ist diese Zahl, die man Modul nennt, irrational, so 
schließt sich die Kurve nie und ist transzendent. Ist ju 
aber gleich einem rationalen Bruch A/A', so muß der 
K[reis (r) A-mal auf dem Kreise (jB) abrollen, diesen A'-mal 
umlaufend, bis die Kurve sich schließt. Die Zykloidale 
hat also dann X reelle Spitzen und X Züge und ist alge- 
braisch (vgl. JSt. 143). Ist A'=l, so folgen die Spitzen 
so aufeinander, wie sie auf dem Kreise {B) liegen; für 
A' = 2 wird immer eine Spitze übergangen, so daß sie erst 
beim zweiten Umlauf an die Eeihe kommt; allgemein geht 
der Zug der Zykloidale von einer Spitze zur nächsten über 
(A' — 1) Spitzen hinweg. Dann entstehen natürlich Doppel- 
punkte (vgl. Fig. 111) und man heißt die Zykloidalen »stern- 
förmig«. Ganzzahlige ju entsprechen den gewöhnlichen 
Epi- und Hypozykloiden; ist yw ein Stammbruch (=1/^), 
so gibt es nur Epizykloiden mit einer Spitzfe, die aber 
mit wachsendem d immer verschlungener werden (ein Bei- 
spiel gibt Fig. 98), bis sie schließlich für <J = oo (r = oo) in 
die Kreisevolvente übergehen. 

Um nun sofort aus der natürlichen Gleichung (7) zu 
erkennen, welche Art von Zykloidale dargestellt sei, müssen 
wir die Beziehung zwischen dem Verhältnis a/5 = v und 
dem Verhältnis Bjr = ju angeben. Man erhält aus (6), 
indem man h auch negativ annimmt, 

(12) ±>' = ^, ^-T^, 

was man auch aus (11) und (11*) ableiten kann. 

Beisp. Wir finden hiemach für alle schon früher be- 
trachteten Epi- und Hypozykloiden die damals angegebene Er- 
zeugung und natürliche Gleichung, aber sofort auch die zweite 
Erzeugungsweise. Auch gibt Formel (10) alle früher einzeln be- 
rechneten Kurvenlängen. So können wir folgende Zusammen- 
stellung der schon behandelten Zykloidalen geben: 

Epizykloiden: 

^=1, v = 3 [> = — i]. 

Kardioide: s« + 9 Ä* = (8 By ; Länge 16 B. 

^ = 2, v = 2. [/* = —!]. 

Nephroide: «• + 4 ^* = (3 E)%- Länge 12 B . 
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Hypozykloiden; 

^ = —3, v = i [t* = -|]. 
Steinersche Kurve: 9»» + ^» = (f-B)"; Länge V^ • 

^ = -4, v = i [^ = -1]. 
Reguläre Astroide: 4 «" + ^ = (} JB)* ; Länge 6 R . 

/^= —2, v = 0. 
Der Durchmesser als zweispitzige Hypozykloide. 

143, Indem wir wieder von der Klreisevolvente ab- 
sehen, für die wir schon in "Nt. 124, Beisp. eine Parameter- 
darstellung in kartesischen Koordinaten gegeben haben, 
wollen wir eine ebensolche auch für die übrigen Zyklo- 
idalen aufsuchen. Zählen wir die Bogen wieder in ent- 
gegengesetzter Eichtung, so erhalten wir für den Tan- 
gentenwinkel 



ferner 



(14) 



dx = —ÄÄCOST = asinöcosT-ÖÄff , 
äy = —dssinr = aginösin^ödö . 



Integriert man diese Gleichungen und führt wieder JB, r 
ein, so ergibt sich die Darstellung 

aj = (E + r)cos(^.2ö) -rcos{^^^.20) , 

y = {B + r)sin {^-20) - r sin (-^^ -20) . 

Da für ö = X = B, y = (t = 0) wird, ist es am 
besten, nirgends mehr eine Konstante hinzuzufügen. Der 
Koordinatenanfangspunkt liegt im Mittelpunkt des Grund - 
kreises, die a?-Achse geht durch die Spitze Pq (Fig. 90). 
Durch Einführung des Wälzungswinkels co [ = 2 r dJB nach (1)] 
werden die Gleichungen (15) etwas einfacher 

X = {B + r) cosö) — r cos cd , 

y == {B + r) sino) — r sin — ^ — co . 
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Ist nun der Modul fi und damit auch der Bruch {B + r)lr 
rational, so läßt sich offenbar (o zwischen den beiden Glei- 
chungen (15'*') eliminieren, so daß eine algebraische Oleichung 
in Xj y entsteht. AÜe bisher betrachteten eigentlichen 
Zykloidalen waren in der Tat algebraisch. Die Kreis - 
evolvente aber und die Zykloide sind transzendent. Die 
Parameterdarstellung der letzteren wollen wir nun noch 
angeben. 

Wir finden sie, indem wir in (15) für R = oo zur 
Orenze übergehen. Nur müssen wir vorher bei x auf der 
rechten Seite die Konstante —R beifügen, damit sich das 
Koordinatensystem auf die Spitze als Anfangspunkt be- 
zieht. Vertauschen wir noch x mit y , setzen 26 = (p 
und beachten, daß lim R sin (2 r öjR) = r • 2 ö , so erhalten wir 

(16) x = r((p — miq)) , y = r(l — COS99) , 

die gebräuchliche Darstellung der Zykloide. Da der 
Badius r nur auf die Größe, nicht auf die Form der 
Kurve Einfluß hat, sind alle Zykloiden ähnlich. Das- 
selbe erkennt man leicht aus der natürlichen Gleichung (9). 
Denn die Multiplikation von s und ^ mit einer Kon- 
stanten Ic verändert nur den erzeugenden Kreis. 

Ebenso ersieht man aus der Gleichung Ä* = 2 jB « , 
daß alle gewöhnlichen Kreisevolventen ähnliche Kurven 
sind. Die eigentlichen Zykloidalen sind aber offenbar nur 
dann ähnlich, wenn sie denselben Modul haben. 

144. Wir wollen nun den Evoluten der zykloidalen 
Kurven näher treten. Nach (10) in Nr. 81 hat man s = Ä, 

« = ä^jär « {ä^läO) . hja . Also ergibt sich aus (4) un- 
abhängig von der Konstanten g 

(17) s = 5sinö, «-|*cos0. 

Die Evolute ist demnach in jedem Falle, natürlich mit Aus- 
nahme der KreisevolventCj wieder eine zyhloidale Kurve, die 
der Chrundkurve ähnlich ist. Denn es ist & : (&^/a) = a : 5 , 
oder anders ausgedrückt: (17) entsteht aus (4), indem man 
die Konstanten mit 6/a = Ä/(JK + 2r) multipliziert. Aus (17) 
ist auch die Lage der Evoluten zu erkennen. Die Spitzen- 
tangenten der Grundkurve sind Normalen in den Scheiteln 
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der Evolute und umgekehrt. Selbstverständlich gehen die 
Evoluten durch die Spitzen der Grundkurve. 

Für die Zykloide wird a = & , also ist die Evolute 
der Grundkurve kongruent (Fig. 92). Da für die Zykloide 
Ä = 4rsinö, aber ^ = 2rsinö, so wird der Abschnitt der 
Normale zwischen dem Kurvenpunkt und dem Berührungs- 
punkt mit der Evolute durch die feste Gerade, die Direk- 
trix (Leitlinie), halbiert: MF = MP\ Für die Kreis- 
evolvente versagt (17), aber die Elimination von gibt 
die natürliche Gleichung der Evolute, die für & = c» in 

<R = })^la = AiT j d. i. in die Gleichung des Grundkreises 
übergeht. 

Der Krümmungsmittelpunkt C der Evolute hat in 
bezug auf das System der Tangente und N'ormale im 
Kurvenpunkt bei entsprechender Festsetzung des positiven 
Sinnes die Koordinaten 

(18) ' x = m^^, y=^. 

Der Mittelpunkt des Grundkreises hat nun in bezug 
auf dasselbe System die Koordinaten 



(19) 



X = i?cosö = 



a« — 6« 






Aus (18) und (19) ergibt sich 

Daher liegt der Krümmungsmittelpunkt der Evolute auf dem 
vom MittelpunTct des Ba^isTcreises nach dem KurvenpunTct 
gehenden Badiusvelctor, 

Wir werden sehen, daß dieser merkwürdige Satz nur 
ein Spezialfall einer allgemeineren Eigenschaft einer um- 
fassenden Kurvenfamilie, der sog. Cesäroschen Kurven 
(Nt. 217/8) ist. 

145. Es sind aber auch die Evolutoiden (Nx. 125, 
Beisp. 2) der zykloidalen Kurven einer näheren Betrach- 
tung wert, l^ach der Habichschen Formel hat man, 
wenn die erzeugenden Geraden gegen die N^ormale um 
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den Winkel oc geneigt sind und die Elemente der Evolu- 
toide mit Strichen ausgezeichnet werden (r' = t) 

Ä' = Äsina + -r- cosöt . 



dt 



Daher ist nach (4) 



(20) 



^' = — (a sina sinö + 5 cosa cosö) 



und da d«'= ^^dr = ^'dö*a/&, so hat man 
(21) «'= — asinacosö + fecosasinö • 

Aus (20) und (21) ergibt sich die natürliche Gleichung 



(22) 



«'* , ^'* a^sin^Ä + fc^cos^öt 



a 



2 



+ 
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a 



2 



Diese Gleichung stellt aber wiederum den Grundkurven 
ähnliche Zykloidalen vor und zwar diesmal für alle Arten, 
die Kreisevolvente mit eingeschlossen. Für a =» 6 (Zykloide) 
fällt die Gleichung jedoch auch hier mit der ursprünglichen 
völlig zusammen, d. h. die Evölu- 
toiäen der ZyJdoide sind für heUebi- 
gen WinTcel oc der ChrundJcurve Tcon- 
gruent. 

Für Ä = fällt (22) mit der 
Evolutengleichung, für ä = ^;i mit 
der Gleichung der Grundkurve zu- 
sammen. 

146. Die Konstruktion des 
Krümmungszentrums der Zyklo- 
idale selbst nach der Savaryschen 
Formel führt zu einem interessanten 
Satz, den wir auch später als Unter- 
fall einer Eigenschaft der Gesäro- 
schen Kurven erkennen werden. 
Der Punkt A fällt hier auf den 
Kreis (r) und wenn Q der Treffpunkt der N'ormale PM mit 
dem Kreise {B) ist (vgl. Fig. 94), so ist OQ II ^P . Daher sind 
die vier Strahlen OP , 00% OA, OQ harmonische Strahlen 
und schneiden auf P Q das harmonische Quadrupel PjM^CjQ 




Flg. 94. 
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aus. Also liegt das Krümmungszentrum C auf der Polare TT 
von P in hezug auf den festen Kreis ^^'^). 

147. Nun wollen wir noch einige Erzeugungen der 
Zykloidalen als Hüllkurven besprechen, die sich aufein- 
ander zurückführen lassen, und von denen wrir schon 
spezielle Fälle kennen lernten. Wir suchen zunächst die 
Enveloppe des Durchmessers P^P des rollenden Kreises, 
der in seiner Anfangslage mit der Oeraden OPq zusammen- 
fiel (Fig. 95 und 96). Heißen wir die Zentriwinkel Pq OM = cd , 
PO'M = d> , so ist immer 

MP=^MPQ==Rm = rcö^o . 





FHi.96. 



Fif, 96. 



Gemäß den Formeln (20) in !N^r. 130 hat man für den Ort 
des Berührungspunktes D von PP' mit der Enveloppe 
(MD ± P'P) 

^ = Q + C2.sina> , ds = (sind> -f q/CI) do , 
also schließlich 



(23) 



g = p , ^ smg , g = ^ p — ^cosö. 



B 



Da die Koeffizienten von sind und cosd aus a und b in (6) 
hervorgehen, indem man ^r statt r einsetzt, ist der Ort 
von D und damit die Enveloppe von P'P diejenige Zylcloi- 
däle, die durch Rollen eines halb so großen Kreises auf dem 
festen Kreis erzeugt wird. DaA ist dasselbe , waA wir in 

^'0 ^* Zehms, Elementare und anal, Behandlung der versch. 
Cyhhiden, Iserlohn und Elberfeld 1854, 16. 
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Nr. 96 an einem speziellen Beispiel geometrisch bewiesen 
haben. (Für die Zykloide schon von Ghasles (1837) an- 
gegeben). 

Bedeuten a> und d> die Winkel, die in der Zeiteinheit 
beschrieben werden, so können wir die besprochene Er- 
zeugung auch so auffassen: Um den Mittelpunkt O eines 
Kreises K dreM sich der Radius 00' mit der Winkel- 
gesehwindigkeit co, um seinen Endpunkt 0' dreht sich eine 
Gerade F mit der relativen Winkelgeschwindigkeit d>. Die 
Einhüllende von F ist eine Zykloidale mit dem Modul 2d>/a> . 
Man erhält offenbar den jeweiligen Berührungspunkt D , 
indem man 00' in Jf im Verhältnis d> : o> teilt, und zwar 
innen, wenn die Drehungen gleichsinnig (Fig. 95), außen, 
wenn sie ungleichsinnig sind (Fig. 96) und von M das 
Lot auf P'P fällt. Nach dem vorigen sind damit gleich- 
zeitig die rollenden Elreise gegeben. 

148« Eine dritte Enveloppenerzeugung läßt sich sofort 
auf die vorige und damit auf die erste zurückführen. 
Zwei Punkte Q , Q' laufen auf einem Kreise von einer 
gemeinsamen La^ge 8 aus, Q mit der Winkelgeschwindig- 
keit o}j Q' mit (b als Winkel- 
geschwindigkeit. Um die Ein- 
hüllende von QQ' zu finden, 
bemerke man, daß 

<oee'=i^-i(d>~ö>) 

ist (Fig. 97), sich also um 

j^{d> — (o) geändert hat, da 

er in 8 gleich ^n war. Dem- 

na^^h umhüllt QQ' eine Zyklo- 

idale, deren Modul (d> — ö>)/ö> fiq. 97. 

ist. Bestimmen wir den 

Punkt M, der OQ in dem Verhältnis {co — cü)I2(o teilt, 

so ist der Fußpunkt D des Lotes von M auf QQ' der 

momentane Berührungspunkt. Ist T die Mitte von QQ% 

so verhält sich 

QD : DT : QT = 2 ö> : (a> ~ cü) : (d> 4- cü) , 

^^"^ QDiDQ'^cüicb. 

Der momentane Berührungspunkt teilt also QQ' im Ver- 
hältnis der Winkelgeschwindigkeiten, und zwar innen, wenn 
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diese wie in unserer Figur gleichsinnig, außen, wenn sie 
ungleichsinnig sind. Man muß dann nur a> negativ 
nehmen. 8 ist hier immer ein Scheitel der Kurve. 

Beisp. 1. Denkt man sich z. B. die Endpunkte der, als gleich 
lang vorausgesetzten; Zeiger einer Uhr in jedeni Augenblicke durch 
eine Gerade verbunden, so hüllt diese Gerade eine elfspitzige Epi- 
zykloide ein. 

Beisp. 2. Des weiteren wollen wir die n^e Katakaustik eines 
Kreises bestimmen, wenn der leuchtende Punkt 8 auf der Peri- 
pherie liegt. D. h. wir lassen von 8 einen Lichtstrahl 8Q aus- 
gehen, diesen nach QQ^ reflektieren, den reflektierten wieder nach 
QiQi ^s*^* ^^^ suchen die Einhüllende der Sehne Qn^xQn^ Das 
Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten von Qn-x und Qn ist 




Fifl. 9a 

dann offensichtlich ni(n-\- 1). Die Einhüllende der Sehne Qn-iQn^ 
d. h. die n^ Katakaustik des Kreises für einen leuchtenden Funkt 
der Peripherie ist eine einspitzige Epizykloide vom Modul 1/n. Für 
w = 1 erhalten wir wie früher die Eiurdioide (Nr. 91, Zus.), für 
n = 2 ist die Kurve durch Fig. 98 dargestellt. 

149. Wie die Eektifikation, ist auch die Quadratur 
der Zykloidalen elementar ausführbar. Wir benutzen hierzu 
die Gleichungen (15*) und nennen S die Fläche, die der 
vom Mittelpunkt des festen Kreises ausgehende Eadius- 
vektor überstreicht. Dann ist 

dS = iioody —y dx) 

= ^(Ä + r) (Ä + 2r) (l — cos y o>) dco . 
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Integrieren wir von a> = bis a> , so erhalten wir 

(24) jra, = i(JK + r)(Ä + 2r)(a>-^sinJö>). 

Indem wir hier ö> = 2r7r/Ä setzen , bekommen wir die 
Fläche eines von zwei aufeinanderfolgenden Spitzen be- 
grenzten Sektors 

(25) S = r(R + r){B + 2r)7tJB . 

Ist der Modul fi^Rfr eine ganze Zahl, so ist die Ge- 
ßamtfläche der Kurve f = fjiS. Man hat demnach 

(26) /==fi27r(l + l//i)(l + 2//i). 

Hieraus leiten wir die schon früher angegebenen Eesultate 
für die speziellen Zykloidalen ab: 

Kardioide (jz = l): 6B^7i ] Nephroide (/^ = 2): 3B^7t ; 

Steinersche Kurve (/i = — 3) : |^ jB* jr ; 

reguläre Astrqide (/i = 4): f JK^ti . 

Die Formel (26) kann für die Zykloide natürlich nichts 
aussagen. Wir bekommen aber aus (25), wenn wir die 
Fläche des zugehörigen Elreissektors abziehen, den Flächen- 
inhalt eines Zweiecks, das von einem Zykloidalenbogen 
und einem Kreisbogen begrenzt wird. Der Elreissektor 
hat die Fläche ^B^ • 2 r njB = Brji. Also wird die Fläche 3 
des Zweiecks ^ 

(27) ^ J = ^(3Ä + 2r) =r2^(3 + 2//i) . 

Hier gibt /i = oo für die Fläche, die durch einen Bogen 
und die Direktrix der Zykloide begrenzt wird, den von 
GatjTjET vergebens gesuchten, von Roberval (1638) zuerst 
gefundenen Wert Sr^n. 

150. Die Zykloidalen stehen in einem merkwürdigen 
Zusammenhang mit den Fußpunktskurven der Kegelschnitte, 
denen wir in unseren Ausführungen schon öfters begegnet 
sind. Zieht man nämlich von irgend einem Punkte D der 
Ebene aus an eine Zykloidale alle Tangenten, deren Zahl 
im allgemeinen unendlich groß ist, so werden deren Be- 
rührungspunkte, die bei irrationalem /i, wenn sie auch 
keine stetige Folge bilden, doch überall dicht liegen, eine 
Kurve erfüllen, die wir die »Berührungspunktkurve« von D 

WiBLXiTVBB, SpezieUe ebene Kurven. 14 
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nennen. Die Stetigkeit der Aufeinanderfolge können wir, 
auch bei rationalem /i, dadurch erreichen, daß wir die 
Zykloidale um den Mittelpunkt ihres Basiskreises rotieren 
lassen und nach dem Orte der Berührungspunkte der von D 
an das System aller Lagen der Kurve gelegten Tangenten 
fragen. Für die Zykloide geht diese Eotation in eine 
Translation längs ihrer Direktrix über. 

Den Berührungspunkt P der zugehörigen Systemkurve 
für einen beliebigen durch D gezogenen Strahl Q erlitt 

man nun, indem man Q mit 
dem um beschriebenen Kreis 
vom Badius -B+2r, der alle 
Scheitel enthält, in M' schneidet 
(Fig. 99). M' ist dann der 
Gegenpunkt vom Momentan- 
zentrum M auf dem rollenden 
Kreise. MF ± Q gibt den Be- 
rührungspunkt. Ziehen wir jetzt 
eine Parallele durch M zm PD 
bis F auf OD^ so ist immer 
OF : FD « JK: 2r , unabhängig 
von der Lage der Oeraden Q . 
F ist also ein fester Punkt auf 
OD und da FM ± MP, erhält 
man den Ort von P auch, in- 
dem man den Scheitel eines 
rechten Winkels, dessen einer 
Schenkel durch F ^eht, auf 
dem Basiskreise (R) gleiten 
läßt und auf den anderen 
Schenkel von D aus die Lote zieht. 

'Nun. wissen wir längst, daß dieser zweite Schenkel 
einen Kegelschnitt umhüllt, dessen große Achse der auf DO 
Hegende Durchmesser des Basiskreises, dessen einer Brenn- 
punkt F ist. Die Berührungspunhtkurve ist also die Fuß- 
pv/aktsTouroe eines Kegelschnittes mit D als Doppelptmktj eine 
bizirkulare rationale Quartik^^®). Liegt F außerhalb des 

^^®) S. die Notiz von 0. Jüel im Int. math. 1, 1894, 243. Aus- 
führlich bei B. BlüM; „Cykloiden und Oykloidalen als ümhüüungS' 
kurven wnd deren Zusammenhang mit den Fußp.-K, der Kegelschnitte^ 
Progr. Wilh.-Realsch. Stuttgart 1902. — Der Satz bei LoaiA S. 489 




Flg. 99. 
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Basiskreises, so ist der Kegelsclinitt eine Hyperbel; daher 
muß 0D< JK + 2r sein, wenn der Kegelschnitt eine Ellipse 
sein soU. Dies gilt für positives und negatives r . Zwischen 
beiden Fällen Hegt das Punktepaar A^Bj das durch die End- 
punkte des auf DO liegenden Durchmessers des Basiskreises 
gebildet wird. In der Tat artet die Berührungspunktkurve 
für OD = -B + 2r in einen Bereis vom Eadius R + r aus. 

Im Falle der Zykloide, wo der Kreis {B) zur Geraden 
wird (vgl. Fig. .92), hüllt M^P^ eine Parabel ein, mit der 
Direktrix der Zykloide als Leitlinie und dem Brennpunkte^, 
der so liegt, daß DF gleich 2 r ist. Die Berührungspunkt- 
hurve ist also die FußpunhtsTcurve einer Parabel^ eine ratio- 
nale zirkuläre Kubik. 

Handelt es sich um ein System von Kreisevolventen 
mit (£) als Orundkreis, so muß if P in if selbst Tangente 
des Blreises sein (Fig. 91). P beschreibt daher die Fuß- 
punktskurve des Orundkreises, d. i. eine Pascalsche Schnecke, 
wenn D auf dem Orundkreis liegt, eine Kardioide. 

151. Die natürliche Gleichung (5) der zykloidalen 
Kurven legt einen Gedanken nahe, auf den man sonst 
nicht leicht verfallen würde. Die Tatsache, daß die 
Kurven, von denen wir im folgenden sprechen werden, 
schon über ein Jahrhundert bekannt waren, bevor man 
darauf kam, sie als Zykloidalen zu betrachten, bestätigt 
das. Gleichung (5) ist, wenn man s und^ als kartesische 
Koordinaten deutet, die Gleichung einer Ellipse (oder eines 
Kreises), auch einer Parabel für c = a und a = oo , & = oo , 
Mmbja = , Mmh^ja = endlich. Der erste Fall entspricht 
allen eigentlichen Zykloidalen (und der Zykloide), der letzte 
der Kreisevolvente. Nun kann aber (5) auch eine Hyperbel 
darstellen, wenn nur entweder h^ oder a^ negatives Vor- 
zeichen haben. Einer solchen natürlichen Gleichung ent- 
sprechen reelle Kurven, die aber von den bisher betrach- 
teten wesentlich verschieden sind. Die Formeln (11) und 
(11*) geben nun die Eadien der Polkreise. Suchen wir 
diese für die Kurve 

s^ ^^ 



ist falsch. Entwickelt man dort die Gleichung, so hebt sich {x^ + y^) 
heraus, imd es bleibt in der Tat die Gleichung der Fußpunktskurve 
eines K^elschnittes. 

14* 
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SO haben wir nur statt h überall i h einzuführen. Nimmt 
man noch a negativ, um R positiv zu erhalten, so findet sich 

/9Q^ p_ <^^^ ^_ ah{b±ai) 

l^y; ^-2,24.^2» ^- 2(62 + ^2) • 

Die Kurve (28), die man »Parazykloide« nennt, wird 
also durch das EoUen eines komplexen Kreises auf einem 
reellen erzeugt. Bie beiden Erzeugungsarten, die es auch 
hier gibt, unterscheiden sich naturgemäß nur durch das 
Vorzeichen von i . Aber nicht jeder beliebige komplexe 
Kreis, der auf einem reellen rollt, kann eine Parazykloide 
hervorbringen, sondern es muß, wie man aus (29) sieht, 
der absolute Betrag des Zentralabstandes R + r gleich 
dem absoluten Betrag des Eadius r des rollenden Kreises 

sein (= i a hlih^~+~ä^ . 

Man nennt ferner »Hyperzykloide«^*^) eine Kurve 
mit der natürlichen Gleichung 

Aus (11) und (11*) erhalten wir für die Polkreise, indem 
wir ai statt a setzen, 

wo bei r immer nur entweder das obere oder das untere 
Zeichen gilt. Die Hyperzykloide wird also erzeugt durch 
das EoUen eines komplexen Kreises auf einem rein imagi- 
nären. Die zwei möglichen Erzeugungsarten unterscheiden 
sich auch hier nur durch das Vorzeichen von i . Um dies 
zu erkennen, darf man nur bei beiden Kreisradien in dem 
einen FaUe die Vorzeichen ändern. R + r hat auch für 



^'^) Die hier benutzten Namen sind von B. db SausbubE; der 
die zykloidale Natur der Kurven zuerst erkannte. S. dessen Diss. 
Sur la gdom, des courbes par roulement, Genf 1895, 41 — 55 für Para- 
zykloiden, Am. J. math. 17, 1895, 269—272 für Hyperzykloiden. Mit 
den Kurven selbst hatte sich schon Eulbb (1750) beschäftigt und 
sie bereits in zwei Gattungen eingeteilt. Theorie und Geschichte 
aller durch Bollen von komplexen Kreisen aufeinander erzeugbaren 
Kurven findet man ausführlich bei E. WöLFFiNa, „Über Paeudo' 
trochoiden", Zeitschr. Math. Phys. 44, 1899, 139—166. 
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die Hyperzykloide denselben absoluten Betrag wie r . Man 
kann ferner bemerken, daß für die Parazykloiden B doppelt 
so groß ist als der reelle Teil von r , für die Hyperzyklo- 
iden B doppelt so groß als der negativ genommene ima- 
ginäre Teil von r. 

Die Para- und Hyperzykloiden heißen wir mit einem 
gemeinsamen Namen, wenn wir sie von den bisher be- 
trachteten Zykloidalen unterscheiden wollen, »Pseudo- 
zykloidalen«, die beiden Kurven, die für h = a ent- 
stehen, also die Oleichungen haben 

(32) 8^-^^ = a^j «2 _ ^2 = ^2 ^ 

da sie der Zykloide analog sind, »Pseudozykloiden« i^<*). 
152. Um nun zunächst die Parazykloide näher zu 
untersuchen, gehen wir von der Gleichung (28) aus, die 
zur Kennzeichnung der Gestalt genügt, wenn wir nur 
auch den Tangentenwinkel r bestimmen. Es wird aber 
wünschenswert sein, auch eine ParameterdarsteUung in 
natürlichen, und für die genaue Verzeichnung in recht- 
winkligen Koordinaten zu erlangen. Dem stellt sich zu- 
nächst die Schwierigkeit entgegen, daß wir nicht direkt 
bestimmen können. Aber aus (13) ist ersichtlich, wenn 
wir das Minuszeichen beim Integral weglassen, daß 

(33) = --— -T = -**, 

also rein imaginär ist. Wir erhalten demnach aus (4) 

8 = a cost '& j Ä = — i& sini & . 

Dies ist eine reelle Darstellung mit dem Parameter 'd^hxja. 
Denn führen wir die sogenannten Hyperbelfunktionen ^*<**) 

ch* = \{e^ -f e-^) = cosi * , 

sh* =« \{e^ - e-*) = -isint* 

ein, so lautet sie 

(34) » = ach*, « = &sh*. 

^'^ Diese Benennungen sind von E. CesIbO; der sich viel mit 
den in Eede stehenden Kurven beschäftigte. 

*>o») Mannigfache Anwendungen der Hyperbelfunktionen auf 
spezielle Kurven siehe bei S. Günthbb: Die Lehre von der gewohn- 
hehen und verdUg. Hyperhelf, Halle a. S. (Lotiis Nebert) 1881. 
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Nimmt man hiezu t == a d/fe , so hat man eine vollständige 
Parameterdarstellung in natürlichen Koordinaten. 

Die den Gleichungen (15) entsprechende Darstellung 
in rechtwinkligen Koordinaten erhält man aus (15) selbst, 




Flg. 100. 



indem man die Werte von JK , r , ö einsetzt, oder direkt 
aus den Gleichungen dx = ds cosr , dy = ds sinr durch 
Integration, wobei immer die oben gegebene Beziehung 
zwischen den Hyperbelfunktionen und den entsprechenden 
Kreisfunktionen zu verwenden ist. Im ersten Falle hat 
man noch das Zeichen von y umzukehren, da wir jetzt 
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mit entgegengesetztem Zeiclien nehmen. Man erhält 
schließlich 



(35) 



X = -rzT2 (<* sin 1^ d shd + & cosy d chdj , 



Die Parazykloide hat eine reelle Spitze nur für ^ = 
(t = , Ä = 0) . In diesem Punkte ist s = a. Durch 
Hinzufügen einer Konstante a zu 8 könnte man, wie bei 
der Blreisevolvente, erreichen, daß die Bogen von der 
Spitze aus gezählt werden. Die rechtwinkeligen Koordi- 
naten der Spitze ergeben sich aus (35), wie es sein muß, 
als a? = Ä , y = . Mit wachsendem 8 wächst sowohl ^ 
als auch r ins Unbegrenzte. Das heißt, die Kurve geht 
in unendlich vielen Windungen von der Spitze aus, ganz 
ähnlich wie die Kreisevolvente, zur o?- Achse symmetrisch, 
nach beiden Seiten ins Unendliche (Fig. 100). Als Typus 
kann die »gespitzte Pseudozykloide« betrachtet werden, 
deren Darstellung man erhält, wenn man überall h =^ a 
setzt. 

153. Die Hyperzykloide hat, wie man schon aus Glei- 
chung (30) sieht, keine reelle Spitze. Diese müßte ja auf 
dem festen Orundkreis Hegen, der aber hier imaginär ist. 
Der Krümmungsradius ^ hat jedoch für 8^=0 das Mini- 
mum h . Um '^eine Darstellung in Parameterform zu er- 
halten, haben wur überall ai statt a in den Formeln für die 
eigentUchen Zykloidalen zu setzen. Danach ist « = a t cosd , 
Ä = 6 sinö . Der Winkel 6 wird offensichtlich wieder rein 
imaginär. Damit ab^ die Darstellung r^ell werde, müssen 
wir (unter Weglassung des Minuszeichens) in (13) von ^ n 
bis integrieren, d. h. 

(36) r = — ^(ö-i^) = fd 

setzen, so daß also ö = fd-f ^jr wird. Hieraus wird 
8 = •—aiGOBi'& , Ä = fecost^, oder 

(37) » = ash*, « = &ch*. 

Demgemäß ergibt sich, wie vorhin, die Darstellung in 
rechtwinkeligen Koordinaten 
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ah 

(38) 



y 



ah 



a» + fc 



g[asiii|^*ch* + 6cos|^dsh*j , 
ä(&sin|^#shd — acos|^*chdj . 



Das Minimum f ür Ä bei » = entspricht # = (t = 0) . 
Der zugehörige Kurvenscheitel liegt im Punkte a? = , 




Hg. 101. 

y =^-a^hl{a^ + h^) = '-{R + 2r). Im übrigen verhält 
sich die Kurve wie die Parazykloide (Fig. 101). Als Typus 
kann man wieder die »ungespitzte Pseudozykloide« neh- 
men, die für & = a aus den obigen Formeln hervorgeht. 
154« Der große Vorteil nun, den die Auffassung der 
behandelten beiden Kurvengattungen als Zykloidalen bietet, 
ist, abgesehen von dem theoretischen Interesse, der, daß 
damit sämtliche für die eigentlichen Zykloidalen bewiesenen 
Sätze auch für diePara- und Hyperzykloide Ortung haben. 
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So liegt bei aUen Zykloidalen der Krummungsmittelpunkt 
auf der Polare des Knrvenpunktes in bezng auf den festen 
Kreis; bei allen Zykloidalen liegt der Krümmungsmittel- 
punkt der Evolute auf dem Eadiusvektor, der von dem 
immer reellen Mittelpunkte des Basiskreises ausgeht. Die 
Projektion p dieses Eadiusvektors OP auf die Tangente der 
Kurve ist JKcosö (Mg. 90), der zugehörige, vom nächsten 
Scheitel aus gezählte Bogen 8 = acosd. Also ist das Ver- 
hältnis p : » = jB : a = 6^ : (a* — &*) = konst. und reell für alle 
Zykloidalen. Dieser und der vorhergehende Satz sind zudem 
für die Zykloidalen charakteristisch, d. h. wenn man alle 
Kurven sucht, die einer dieser beiden Bedingungen ge- 
nügen, so findet man die Zykloidalen. 

Wir fanden ferner für die Zykloidalen mit reellen Pol- 
kurven den Satz, daß alle Evolutoiden ähnliche Zykloidalen 

seien. Das Ähnlichkeitsverhältnis war arVa^sin^a + ft^cos^a 
(22), Wenn nun aber etwa eine Parazykloide vorliegt, so 

ist dasselbe ai'^a^sin^oc — ft^cos^a und es tritt für tga <&/a 
der Fall ein, daß dieses Verhältnis rein imaginär wird. 
Insbesondere ist dies für die eigentliche Evolute {oc = 0) 
der Fall. Was bedeutet nun dasf Multiplizieren wir in 
der allgemeinen Gleichung (28) der Parazykloide die beiden 
Konstanten a und h mit i , so entsteht die Gleichung der 
Hyperzykloide. Para- und Hyperzykloide sind also in dem 
erweiterten Sinne zueinander ähnlich, daß der Vergrößerungs* 
faktor rein imaginär ist. Dann erleidet auch der Satz von 
den Evolutoiden der Pseudozykloidalen keine Ausnahme. 
Für den gewöhnlichen Ähnlichkeitsbegriff aber sind die 
Evolutoiden der Parazykloiden nur so lange ähnliche Kurven, 
als tga>6/a, andernfalls Hyperzykloiden. (Den Über- 
gangsfall tgoc = hja behandeln wir gleich unten.) Für letz- 
tere existiert natürlich ein entsprechender Satz. Insbesondere 
aber kann man sagen: Die Evolute einer ParazyJcloide isU 
eine (pseuäoähnliche) HyperzyJcloide und umgehehrt. Da- 
her sind die pseudozyleloidalen Kurven erst ihren zweiten, 
vierten usw. Evoluten im eigentlichen Sinne ähnlich^^^). 



^'^) ExTLBB kam in der Tat auf diese Kurven, indem er in 
Analogie zu den zykloidalen Kurven, die ihren ersten Evoluten 
ähnlich sind, Kurven suchte, die ihren zweiten Evoluten ähn- 
lich sind. 
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155- Auch die Berührungspunktkurven der Pseudo- 
zykloidalön geben zu einer interessanten Bemerkung An- 
laß. Wir fanden Fußpunktskurven von Kegelschnitten für 
die Zykloidalen. Aber die Betrachtungen, die dazu führten, 
hängen nicht von der Eealität der bezüglichen Elemente 
ab. Es mag nur der Gedanke auftauchen, das Endresultat 
sei für die Pseudozykloidalen ebenfalls imaginär. Das ist im 
allgemeinen nicht der Fall. 'Nun. verhält sich die Sache 
folgendermaßen. Für die Parazykloidalen ist R reell, B + 2r 
rein imaginär, das Verhältnis JB/(Ä + 2r) hat den Wert t &/a, 
so daß, wenn wir die früheren Bezeichnungen beibehalten 
und OD = ä setzen, OF ^ ihdia also rein imaginär wird. 
Die Einhüllende von Jf P ist aber eine Ellii)se, die AB 
zur kleinen Achse und F zum (imaginären) Brennpunkte 
hat. Diese Ellipse ist offenbar reell; denn wir bemerkten 
schon in Nr. 5 , Zus. , daß die Fußpunktskurve für einen 
imaginären Brennpunkt der Scheitelkreis über der kleinen 
Achse ist. Daraus schließen wir aber, daß die Berührung- 
punMkurve für die Paraayhloide die FußyunMskurve einer 
Ellipse mit dem Pol auf der kleinen Achse ist. 

Bei der Hyperzykloide ist B rein imaginär, jB + 2 r 
reeU. Das Verhältnis jB/(-B + 2r) hat den Wert —ibja, 
so daß OF = —ihdIa wird, also ebenfalls rein imaginär 
ist. Die Einhüllende von MP ist dann eine Hyperbel, 
mit AB BUS imaginärer Achse und J^ als imaginärem Brenn- 
punkte. Demnach ist die BerührwngspumJctsIcurve für die 
HyperzyMoide die Fußpunktskurve einer Hyperbel mit dem 
Pol auf der imaginären Achse. Diese Hyperbel ist aber 
nicht immer reeU. Denn man findet für die Länge der 

reellen Halbachse ^(pdjaY — R^ , so daß diese nur reell ist, 
solange d> a^hKa^ + 1)^) , d.h. d>Ä + 2r, D also 
außerhalb des die Scheitel enthaltenden Kreises liegt. An- 
.derenfalls ist auch die Fußpunktskurve imaginär. 

156. Wir müssen jetzt auf die den Übergang zwischen 
Para- und Hyperzykloiden vermittelnde Kurvenspezies zu 
sprechen kommen. In JN'r. 154 sahen wir, daß es eine 
solche unter den Evolutoiden. einer Parazykloide gibt, 
wenn tg^x = &/a ist. Dann ist das Ähnlichkeitsverhältnis 
unendlich groß und die Gleichung der Evolutoide wird 
»2/a2 — ^^jh^ = . Diese spaltet sich sofort in die beiden 
linearen Gleichungen sfa + ^}> = 0. Wir haben, es also 
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mit feiner Kurve zu tun, die durch eine lineare Gleichung 
in naturlichen Koordinaten dargestellt wird. 

Auf denselberf Grenzfall stoßen wir, wenn wir die all- 
gemeine Gleichung der Zykloidalen in der Form schreiben 

(39) ^^ = oc8^ + 2ß8 + y . 
Da diese Gleichung mit 

identisch ist, so stellt (39) für a <0 Zykloidalen mit reellen 
Polkurven dar, f ür a > Pseudozykloidalen, für a = 
die gewöhnliche Kreisevolvente. Die Zykloidalen sind bei 
positivem Jtui — l<a<0 Epizykloiden, für a = — 1 
ergibt sich die gemeine Zykloide, für oc < — l Hypozykloiden. 
Bei negativem J sind die Kurven imaginär. Die Pseudo- 
zykloidalen sind Parazykloiden für J > , Hyperzykloiden 
für J < 0; für a = 1 entsteht immer die betretende Pseudo- 
zykloide. Ist aber J = , so geht der schon eingangs 
besprochene Grenzfall hervor, der durch die natürliche 
Gleichung 

(40) « = x«, 

wo man eine additive Konstante hinzufügen kann, charak- 
terisiert ist. 

Die Kurve, von der wir sprechen, wurde ziemlich gleich- 
zeitig von Descabtbs und Tomcelli (um 1640) entdeckt 
und von Varignon, wegen der Form ihrer Polargleichung 
[s. unten Gleichung (45)]. »logarithmische Spirale« ge- 
nannt. Was ihre Gestalt angeht, so sieht man aus (40), 
daß mit wachsendem s auch Ä ins Unbegrenzte wächst. 
Für den Tangentenwinkel ergibt sich aber 

8 

(41) r^f^^ljil^llogs [« = 6««], 

1 

wenn wir ihn von dem Punkte s = 1 aus zählen. Er 
wächst hiernach mit 8 ins Unendliche. Die Kurve geht 
also in unendlich vielen, immer weiter werdenden Win- 
dungen ins Unendliche. Für abnehmendes 8 nimmt auch ^ 
ab, bis der Krümmungsradius für 8 = l^ull wird. Dort 
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ist aber keine Spitze. Denn wir können diesen Punkt nur 
nach unendlich vielen, immer enger werdenden Windungen 
erreichen, da auch t abnimmt, bis es t&r 8 = gleich — oo 
wird (vgl. Fig. 102). Eine solche Singularität, die uns hier 




Flg. 102. 



zum erstenmal begegnet und natürlich bei algebraischen Kur- 
ven überhaupt unmöglich ist, heißt »asymptotischer Punkt«. 
157. Um eine Darstellung der logarithmischen Spirale 
in rechtwinkligen Koordinaten zu erhalten, bilden wir wieder 

dx = dE^cosT = xc^'cosrdr , dy = ä^sinr = x^'^äntdr 

und integrieren, um den Koordinatenanfangspunkt in das 
»Auge« (den asymptotischen Punkt) zu legen, von — c» 
bis r . Dann erhält man 

xe'''(cosT — xsinr) 



/ir.v « e'*^(sinT + « cost) 
(42) X == — — i , 



1 + x 



y = 



i + « 



2 
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Aus dieser Parameterdarstellnng kann man die Gleichung 
in Polarkoordinaten ableiten. Man erhält zunächst 

a?8 + y2 = ;tj2e2''V(l + «*), 
also 

Ferner ist, wenn man die Eichtung der ^-Achse umkehrt, 

^ g^ y^ xtgT-1 ^ tgT-tg/i ^ 

X ä; + tgr 1 + tgT tg/i ' 

dabei ist x = ctg/i gesetzt, wo fi einen spitzen Winkel be- 
deutet. Es ist also schließlich 

(44) Ö = T-/i. 

Da für T derjenige Winkel genommen werden muß, der 
abnimmt, wenn der Berührungspunkt der Tangente gegen 
das Auge hinwandert, ist /i der Winkel zwischen Tangente 
und Eadiusvektor. Daher haben wir den Satz: Die loga- 
rithmiache Spirale schneidet alle vom Auge ausgehenden 
Ba4iu8veTctoren unter demselben Winkel ju , dessen Kotangente 
gleich der die Spirale bestimmenden Konstanten x ist. Aus 
(43) und (44) ergibt sich dann als Polargleichung 

(45) Q = C'^^j 

wenn man c = cos/i • e^ ®*«^ setzt. Wir müssen aber gleich 
bemerken, daß die Veränderung von c auf die Kurve keinen 
Einfluß hat. Diese ist vielmehr durch x ihrer Gestalt und 
Größe nach vollständig gegeben. Denn vergrößern wir 
etwa alle Eadienvektoren vom Auge aus im nämlichen 
Verhältnis, setzen also cm statt c, so können wir die 
Gleichung schreiben 

Q = cme**^ = ßgK(ö+iogm/K) ^ ^^hO' ^ 

d. h. wir müssen die Polarachse nur um den Winkel 
oc = —logmjx drehen, dann erhalten wir wieder die ursprüng- 
liche Gleichung. In der Tat zeigt auch die Gleichung (40), 
daß die Kurve gegenüber jeder ÄhnlichTceitstransformation 
invaria/nt ist. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft 
der logarithmischen Spirale. Denn soll sich eine natürliche 
Gleichung nicht ändern, wenn man in ihr Ä = AÄ', s = Xs' 
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setzt, so muß sie in 9 und 8 homogen sein, stellt also 
ein System von logarithmischen Spiralen dar. 

158. Aus Gleichung (43) ergeben sich sofort weitere 
wichtige Eigenschaften der logarithmischen Spirale. Wir 
können diese Gleichung schreiben 

(46) Q = Äsin/^ = 8 coBju . 

Hierdurch wird folgendes ausgesagt: Errichtet man auf dem 
Baditi8vektor OP in das Lot und wird die8e8 van der 
Normale in A , von der Tangente in B geschnitten^ 8o ist 
PA der Krümmungsradius^ PB die Länge des Bogens der 
Spirale von P bis zum Auge. Man bemerke, daß der erste 
Teil dieses Satzes nichts anderes aussagt, als daß das 
Krümmungszentrum der Polare von P in bezug auf den 
in den Punkt zusammengeschrumpften Grundkreis an- 
gehören muß. Auch der weitere für alle Zykloidalen gültige 
Satz, daß die Projektion des Badiusvektors auf die Tan- 
gente dem Bogen proportional sein muß, ist hier direkt 
zu ersehen, da AOBP in jeder Lage dieselbe Gestalt hat. 

Des weiteren gilt auch der Satz, dessen direkten Be- 
weis wir dem Leser überlassen, daß jede Evolutoide der 
logarithmischen Spirale ihr ähnlich, also mit ihr kongruent 
ist. Da demnach insbesondere die^ Evolute wieder eine 
logarithmische Spirale ist, so sieht man aus Fig. ^102 (a) 
direkt, indem man auf A dieselbe Konstruktion des 
Krümmungszentrums anwendet, wie auf P, daß dieses 
(Q) auf den Badiusvektor OP zu liegen kommt, ebenfalls 
ein für alle Zykloidalen gültiger Satz. 

Wie die Bektifikation, .ist auch die Quadratur der 
logarithmischen Spirale elementar ausführbar. Wir suchen 
die Fläche, die der Badiusvektor überstreicht, wenn er 
vom Auge ausgehend bis in die Lage OP gelangt. Es 
ergibt sich 

e e 

/■= ifg^dO = ^c^je^^^^de = i-Q^tgju = \AOBP . 



-oo -oo 



Die logarithmische Spirale ist leicht zu zeichnen, 
wenn man bemerkt, daß, wenn in arithmetischer Pro- 
gression wächst, Q in geometrischer Progression zunimmt. 
Denn es ist . ^ = e 6**^^ + •*«) = c e**"« e**^ . Hat man also 
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drei aufeinanderfolgende Lagen OPi, OP29 OP^ des Eadius- 
vektors mit dem Winkelabstand » (Fig. 102), so ist 
OPiiOP^^OP^iOP^ und die Dreiecke PgOPi und 
P3OP2 sind ähnlich. Man erhält also unendlich viele 
Punkte der Kurve, wenn man ähnliche Dreiecke in dieser 
Weise aneinanderfügt. Setzt man a = 2 Ji , so folgt daraus 
insbesondere, daß auf jedem vom Auge ausgehenden 
Strahle die Eadienvektoren in geometrischer Progression« 
stehen. 

159. Die Berührungspunktkurve, die für das Paar 
symmetrisch liegender logarithmischer Spiralen, das als 




Fig. 103. 



Orenzfall der Pseudozykloidalen auftritt, eine wenn auch 
ausgeartete Fußpunktskurve eines Kegelschnittes sein muß, 
können wir hier sofort direkt bestimmen. Ist D wieder 
der Ausgangspunkt der Tangenten, so liegen alle Berührungs- 
punkte auf dem Kreise über 2>0 als Sehne, der nach der 
einen Seite den Winkel ju faßt. Nimmt man die zur 
ursprünglichen in bezug auf DO symmetrische Spirale 
hinzu, so ergibt sich als zweiter Teil der ganzen Be- 
rührungspunktkurve der Kreis über DO als Sehne, der 
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nach der anderen Seite den Winkel fi faßt. Die Kreise 
schneiden die zu DO senkrechte Polarachse in den zwei 
Punkten E , E' , den Endpunkten der durch 2> gehenden 
Durchmesser. Das Kreispaar ist nun offenbar die Fuß- 
punktskurve des durch das Punktepaar E j E' dargestellten 
Kegelschnitts. 

Dieses direkte Ergebnis kann man unschwer auch 
aus der zykloidalen Erzeugung ableiten. Für die logarith- 
mische Spirale werden B und r Null, aber so, daß das 
Verhältnis Ija = x ist. Die Strecke OjP ist also wie früher 
i h dfa = xdi. Da nun die kleine Achse des Kegel- 
schnittes B = ist, die Entfernung des imaginären Brenn- 
punktes vom Mittelpunkt xdiy so ist die große Halbachse 
(oder die Entfernung eines reellen Brennpunktes vom 

Mittelpunkt) ^x^ d^ + B^ ^xd = d ctgju , Das ist aber 
OE=^OE\ 

160. Die Gleichungen der logarithmischen Spirale 
sind so einfach, daß wir einige aus ihr abgeleitete Kurven, 
die bei den allgemeinen zykloidalen Kurven komplizierter 
sind, sofort behandeln können. Das ist zunächst die 
Inverse in bezug auf den Pol. Ihre Gleichung g = oe""*^ 
läßt sich durch die Substitution Ö = — ö' sofort auf die 
der ursprünglichen Kurve zurückführen. Da die Ver- 
änderung von die Kurve nur dreht, gilt allgemein: Die 
Inverse einer logarifhmischen Spirale in hezug auf einen 
Kreis um das Auge als Mittelpunlct ist mit ihr Icongruent. 

Wir wollen auch die Fußpunktskurve der logarith- 
mischen Spirale in bezug auf das Auge betrachten. Da 
aber die Gleichung in Polarkoordinaten gegeben ist, stellen 
wir zuerst die negative Fußpunktskurve auf, d. h. wir 
errichten auf jeden Eadiusvektor im Endpunkte das Lot 
und suchen dessen Einhüllende. Der Berührungspunkt 
bestimmt sich dann aus den zwei Gleichungen 

rpcosö + y sinö = oe*"^ , —xsinO + y cosö = oxe**^ , 

deren Auflösung eine der Darstellung (42) analoge Para- 
meterdarstellung ergibt. Indem wir die Ausrechnung dem 
Leser überlassen, sagen wir: Die negative Fußpunktskurve 
einer logarithmischen Spirale in bezug auf das Auge ist 
dieser kongruent. Daher ist auch die FußpunktsTcurve 
selbst eine "kongruente logarithmische Spirale, Nach einem 
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schon öfters benutzten Satze (Nr. 5) gilt also das gleiche von 
der PolarreziproTcen in hezug auf einen Kreis um das Auge. 

Zusatz. Die Eigenschaften der logarithmisohen Spirale er- 
innern auffallend an die über Sinusspiralen aufgestellten Sätze 
(Nr. 92/3). Insbesondere ist die definierende Gleichung der letzteren 
%i ß = l:(n+l) für n = erfüllt. Da femer (fürn = 0) —n=^n 
und n/(n + 1) = n ist, stimmen auch die über Inverse und Fuß- 
punktskurven von Sinusspiralen aufgestellten Sätze mit den ent- 
sprechenden für die logarithmische Spirale überein. Nur die 
definierende Gleichung (6) von Nr. 92 fA = nO scheint zu wider- 
sprechen. Der scheinbare Widerippruch besagt jedoch nur, daß 

die Gleichung der logarithmischen Spirale in die Form g = a sin " n ö 
nicht gebracht werden kann. Setzen wir aber in dieser Gleichung 

= 0) + «/n , ß = ß y&ixia , so wird sie 

(A) ^ = «sin'»(nc5 + 

und stellt; da weder die Drehung noch die ähnliche Ver- 
kleinerung den Charakter der Kurve ändern, wieder eine Sinus- 
spirale vom Index n dar. Jetzt wird aber die erwähnte Glei- 
chung (6) zu ^ = n ö + « , also für n = zu /m = « = konst. 
Also müßte Gleichung (A) für n = die logarithmische Spirale 
Q = ae^^^«» darstellen; tatsächlich gibt sie aber nur eine Identität. 
Potenziert man jedoch mit n und dividiert mit n , so findet man 

j^J.r/l^»_sin(«^+«)l j^^l_^ 
„ = ni\a/ sm« J ® a ^ 

Das ist in der Tat die gewünschte Gleichung der logarithmischen 
Spirale. Nach aUem ist also diese als Sinusspirale vom In- 
dex n = aufzufassen. 

16L Die Evolventen der logarithmischen Spirale sind 
im allgemeinen neue Kurven, die dort, wo die Abwicklung 
beginnt, eine Spitze haben. Da alle Evolventen ein System 
von Parallelkurven bilden, unter ihnen sich aber eine 
befindet, die der ursprünglichen. Spirale kongruent ist, 
so ist jede Evolvente einer logarithmischen Spirale mit 
einer gewissen Parallelkurve derselben kongruent. Bei 
der mit der Grundkurve S kongruenten Evolvente 8' 
beginnt die Abwicklung vom Auge aus. Beginnen wir 
aber die Abwicklung von einem Punkte A auf S , welcher 
der vom Auge gezählten Bogenlänge l entspricht (Fig. 104), 
so müssen wir die Krümmungsradien von 8^ alle um l 
verkürzen. Daher ist die Parallelkurve einer logarithmischen 

Wdsleitner, Spezielle ebene Kurven. 15 
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Spirale im Abstände l auf der konkaven Seite mit derjenigen 
Evolvente kongruent j die ihre Spitze in dem Punkte mit 
der Bogenlänge l hat. Nimmt man die ParaUelkurye auf 
der konvexen Seite im Abstände l , so hat sie keine reelle 
Spitze. Denn die entsprechende Evolvente beginnt die 
Abwicklung in einem Punkte, für welchen 8 ^ —l. Dieser 
gehört einem zweiten imaginären vom Auge der Spirale 
ausgehend zu denkenden Zug an. 




/ 
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FJj. 104. 



Verfolgen wir eine Parallelkurve der konkaven Seite 
über ihre Spitze A hinaus, dem Auge der Grundspirale 
zu, so wird ihr Krümmungsradius negativ und nähert sich 
nach unendlich vielen Umdrehungen dem Werte —l. Die 
Parallelkurve nähert sich also unbegrenzt einem »asym- 
ptotischen Kreise« vom Badius l um das Auge der Spirale 
von innen. Die Pärallelkurve im Abstände { auf der 
konvexen Seite nähert sich demselben Kreise unbegrenzt, 
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aber von außen. Da uns diese Singularität neu ist, wollen 
wir auch die natürliche Gleichung der Parallelkurve auf- 
stellen. 

Außer «'=« — ? hat man für diese nach (12) in 
Nr. 81 noch die Gleichung 8^=8 — It [xr = log«] . Setzt 
man in der ersten Gleichung ^ = x8j so ergibt sich um- 
gekehrt x8 = ^'+lj und wenn man in die mit «.multi- 
plizierte zweite Gleichung diesen Wert einsetzt, 

oder wenn man die Konstanten wegläßt, die bloß den 
Anfangspunkt der Bogen verschieben, 

(47) X «'=«'- Z log(«' + l) . 

Man erkennt hier die Spitze für Ä'=0, ;««'=— Hogi, 
die also nur für {>0 reell ist. Ferner sieht man, daß 
«' einmal unendlich wird für Ä' = oo , da Ä' viel stärker 
unendlich wird, wie log(Ä'+ 1) , ein andermal für Ä' = — i . 
Da T^ von r sich höchstens um eine additive Konstante 
unterscheidet, für Ä'= — Z aber Ä = und also t'= — oo 
wird, hat die Kurve einen asymptotischen Kreis vom 
Badius l . Gleichung (47) mit der Evolventengleichung 
zu identifizieren, dürfen wir dem Leser überlassen. 

162. Wir haben in diesem Kapitel nur Kurven be- 
handelt, die eine der Kegelschnittsgleichung 

analoge Gleichung in natürUchen Koordinaten hatten, wo 
y statt 9 , X statt s gesetzt werden muß. Der Zusammen- 
hang zwischen den Zykloidalen und dem jeweilig in kar- 
tesischen Koordinaten entsprechenden Kegelschnitt kann 
nun in folgender Weise geometrisch hergestellt werden. 

Läßt man irgend eine Kurve F auf einer Geraden 
rollen, so beschreibt der jeweilige Krümmungsmittelpunkt G 
des Berührungspunktes eine Kurve f, die man »Mann- 
heimsche Kurve« von f nennt^^^). Nimmt man die 
Gerade als o?- Achse, eine zu ihr in senkrechte Gerade 



^") A. Mannheim bestimmte diesen Ort zuerst auf kinematisch- 
geometrischem Wege fOir verschiedene Kurven, insbesondere Zy- 
kloidalen im Journ. math. p. appl. (2) 4, 1859, 93—104. Baiennung. 

von E. WöLFFING. 
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als ^-Achse, und zählt auf f die Bogen von dein Punkte A aus, 
der beim Bollen die Gerade in berührt, so sind die Koordi- 
naten von jeweils x = 8 , y = ^ (Fig. 105). Demnach 
ist die Mannheim sehe Kurve der Zykloidale «*/a^ + Ä^/ft* = 1 
die Ellipse x^/a^ + y^lh^ = 1 . Das Abrollen besteht hier 
darin, daß die Zykloidale immer wieder dieselbe Strecke 
von der Länge 2 a einmal oben, einmal unten durchläuft. 
Die Kurve hat Spitzen (eventuell auch asymptotische 

Punkte) dort, wo die Mann- 
heim sehe Kurve die o?- Achse 
durchschneidet, Scheitel, wo die 
Mannheim sehe Kurve Maxima 
oder Minima besitzt. Die Ellipse 
ist langgestreckt (a > h) für Bpi- 
zy kleiden, hochgestellt (a < b) 
für Hypozykloiden; sie wird 
zum Kreis (a = h) für die Zy- 
kloide. Transformiert man sie 
auf den Scheitel und läßt b 
Fig. 105. und a unendlich werden, so daß 

h^la endlich bleibt, so wird sie 
zur Parabel y^ = 2px mit der Geraden als großer Achse: 
der Mannheim sehen Kurve der gemeinen Kreisevolvente 
mit der natürlichen Gleichung ^^ = 2p8 . 

Von der Parabel kommt man zur Hyperbel, wenn 
man das weggefallene Glied h^x^/a^ wieder einführt, aber 
mit negativem h^iy^ = 2px + h^x^/a^ oder auf den Mittel- 
punkt transformiert: x^ja^ — y^jb^ = 1 . Das ist eine 
Hyperbel mit der Geraden als reeller Achse: die Mann- 
heim sehe Kurve der Parazykloide. Doch muß die Para- 
zykloide zweimal abrollen, um die ganze Hyperbel zu be- 
schreiben. Wir lassen nun a und b immer kleiner werden, so 
daß aber das Verhältnis bja einen bestimmten Wert x be- 
hält. D. h. wir betrachten ähnliche und ähnlich liegende, 
konzentrische Hyperbeln, die alle dieselben Asymptoten 
y2 == ^2^2 haben. Diesen letzteren entsprechen zwei loga- 
rithmische Spiralen. Wir sehen also einerseits, daß die 
Mannheim sehe Kurve einer logarithmischen Spirale eine 
Gerade ist, andererseits, daß die Parazykloiden sich im 
Unendlichen wie logarithmische Spiralen verhalten, was 
bei der Kreisevolvente nicht der Fall ist. In gl^cher 
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Weise kann man sagen, daß die Epi- und Hypozykloiden mit 
Einschluß der Zykloide imaginäre logarithmische Spiralen 
als Asymptoten haben. I^äher können wir auf das Ver- 
halten im Unendlichen nicht eingehen. 

163. Wir lassen jetzt a und h wieder wachsen, multi- 
plizieren aber beide mit i. Das Verhältnis a/& möge 
bleiben. Dann erhalten wir die zu den vorigen pseudo- 
ähnüchen Hyperbeln mit denselben Asymptoten, für die 
die Gerade imaginäre Achse ist. . Ihre Gleichung ist 
y^jh^ — x^jd^ == 1 . Die entsprechenden Zykloidalen, deren 
Mannheim sehe Kurven sie sind, sind Hyperzykloiden, 
mit denselben logarithmischen Spiralen als Asymptoten, 
wie die vorhin betrachteten Parazykloiden. Wieder muß 
eine Hyperzykloide zweimal auf der Geraden abrollen, 
damit die ganze Hyperbel erzeugt werde. Ist die Para- 
bzw. Hyperzykloide eine Pseudozykloide, so wird die 
Mannheim sehe Kurve eine gleichseitige Hyperbel in der 
einen oder anderen Lage. Die Kurven, deren Mannheimsche 
Kurven Kegelschnitte in einer bis jetzt nicht vorgekommenen 
Lage sind (hochgestellte Parabel, Hyperbel in der Gleichungs- 
f orm 0? y = konst.) , werden uns erst beschäftigen. Sie 
haben mit den Zykloidalen keinen ersichtlichen Zusammen- 
hang. 

Interessant ist noch, den Ort des Mittelpunktes des 
Grundkreises beim Abrollen einer Zykloidale auf der Ge- 
raden zu verfolgen. Nach den Formeln (19) ist wenn wir 
dasselbe Koordinatensystem zugrunde legen, o? zu «, y 
zu 9 proportional. Daher ist auch dieser Ort ein Kegel- 
schnitt. Er hat im allgemeinen die Gleichung 

(48) ^^^ + ^4^ "^ 

und ist demnach in jedem Falle von derselben Gattung, 
wie die Mannheimsche Kurve und mit dieser konzentrisch. 
Eine genauere Diskussion sei dem Leser überlassen. Nur 
für die logarithmische Spirale bemerken wir noch, daß 
die Gerade, welche der momentane Krümmnngsmittelpunkt 
beschreibt, mit dem Orte des Auges identisch ist. Dies 
geht schon aus den oben angeführten Sätzen über Krüm- 
mungsradien und Bogen hervor und wird vom Leser leicht 
bestätigt werden. 
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§ 25. Die troeholdalen Kurven. 

164. Wir müssen uns nun den Kurven zuwenden, 
die beim Abrollen zweier Kreise aufeinander von einem 
beliebigen Punkte P der Ebene des rollenden Kreises 

beschrieben werden. Diese 
nennen wir »trocho- 
idale Kurven« oder kurz 
»Trochoidalen« {6TQox6g, 
das Ead) im Oegensatz zu 
den im vorigen Paragra- 
phen behandelten »ZyUo- 
idalen«, die ein Punkt der 
Peripherie beschreibt. Für 
ihre analytische Behand- 
lung sind natürliche Koor- 
dinaten nicht zweckmäßig. 
Wir legen ein rechtwink- 
liges Achsensystem zu- 
grunde, dessen o?- Achse 
durch eine der Lagen Po 
bestimmt sei, wo der be- 
schreibende Punkt P in einer (Geraden mit den Mittel- 
punkten OjO^ der beiden Kreise dem Berührungspunkt M 
der beiden Kreise am nächsten liegt (vgl. Fig. 106). 

Ist CO der Walzungswinkel am festen, yf der ent- 
sprechende am rollenden Kreise, so haben wir zunächst 
wieder 

(1) Bco = rip (o + V' — ^ 




Flg. 106. 



und für die Koordinaten des Punktes P , wenn wir O^P 
setzen, 



= h 



(2) 



x = {B + r)co&(o — Äcos co , 

y = (22 4- f) sincü — Ä sin co . 



Biese Gleichungen ergeben sich ohne weiteres, wenn man 
die gebrochene Linie 00' P auf die x- bzw. y-Achse 
projiziert. IPür A = r gehen sie in die Gleichungen der 
ZyHoidalen (Gleichung (15*) in Nr. 143) über. Die 
Formeln (2) sind zwar zimächst für den Fall aufgestellt, 
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Fig. 107. 



daß der rollende Kreis den festen von außen berfihrt, der 

Berährungspunkt also die beiden Kreismittelpunkte trennt. 

Sie gelten aber auch, wenn 

jO' auf derselben Seite von 

M liegen; man muß dann 

die Anfangslage wieder so 

nehmen, wie oben angegeben, 

und den Größen r und h das 

negative Vorzeichen erteilen. 

Eine direkte Au&tellung der 

Formeln in diesem Falle würde 

das bestätigen (Fig. 107). 

165. Die gewöhnliche Er- 
zeugung der Troohoidalen läßt 
sich offenbar auch so auf- 
fassen, daß ein Punkt 0' auf 
einem Kreise um sich 
gleichförmig bewegt, während 

um ihn der beschreibende Punkt P auf einem anderen 
Kreise gleichmäßig rotiert. Bas ist die epizyklische Be- 
wegung, mittels der die Alten (Ptolemäüs im Almagest 
zw. 126 u. 161 n. Chr.) die Bahnen der Planeten in bezug 
auf die als ruhend gedachte Erde erklärten. Die Eotation 
von P kann dabei in demselben Sinne erfolgen wie die 
von 0' (wie in .Fig. 106) oder im entgegengesetzten (wie 
in Fig. 107). Für die erzeugten Kurven ist das jedoch 
nicht wesentlich unterscheidend, ebensowenig wie die Art 
der Berührung der rollenden Kreise. Wir werden dies 
schon aus dem bezüglichen Verhalten der Zykloidalen 
(Nr. 141) vermuten. Im allgemeinen Falle sehen wir es 
aus einer dritten Auffassung der-Bewegung, der wir sogleich 
näher treten wollen. 

Ziehen wir in Fig. 106 eine Parallele OQ durch 
zu O'P^ gleich O'P^ auch dem Sinne nach, so kann P 
als die vierte Ecke eines ßelenkparallelogramms OQPO' 
angefaßt werden, dessen zwei Stäbe 00' und OQ um 
gleichförmig rotieren, mit Geschwindigkeiten, die zu eo 
und CO + tp bzw. proportional sind. Wir wollen aber, 
der Wichtigkeit des Ergebnisses wegen, diese Erzeugungs- 
art direkt behandeln und sie dann mit der ursprünglichen 
Bollbewegung zu identifizieren suchen. 
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166. Es seien die beiden um drehbaren Gelenk- 
stäbe OA = 1c und OB = lj die vierte Ecke des Parallelo- 
gramms P (Fig. 108). In der Anfangslage, wo OA und 
05 in eine Gerade (f) fallen, seien die Stäbe entgegen- 
gesetzt gerichtet. Die Drehung erfolge zunächst in dem- 
selben SinuQ, so daß nach Ablauf der Zeiteinheit OA sich 
um den Winkel 9?, OB um den Winkel x gedreht hat. 
Betrachtet man die Ebene als die komplexe Zahlebene, 
so ist P die Summe von A und B und wir erhalten für 
die Koordinaten von P 



(3) 



x + iy = 1c ^v + l ^(t + x) 




Fl«. 108. 

Oder, wenn man Beelles nnd Imaginäres trennt, 
(3*) 



j X=JC COS9? — l C08X 

\ y ==Jc sin 9? — Z sin;^ '. 



Vergleichen wir diese Gleichungen mit den Gleichungen (2), 
so kann man sie auf zweierlei Arten mit ihnen identifizieren, 
indem man nämlich setzt 



I. 
B + r = 1c'j h = 1', 



(0==(p', 



B + r 



f^^Xy 



hieraus — = - — — und also 

r 



9> 



B = 



<P 



<P 



Tc, r = —Tc ; 



II. 



R 



B'+r' 



CO =9?; 



<p — x 



hieraus —7- = - — - und also 

r' X 



B' 



x — <p 
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Die I. trochoidale Erzeugung ist die, von der wir ur- 
sprünglich ausgingen. Man findet das Momentanzentrum M 
auf OA , indem man OA im umgekehrten Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten von A und P , die letztere relativ 
ZM OA gerechnet, teilt. Dies ist uns schon von früher 
(Nr. 147) bekannt. Die II. Erzeugung ist eine notwendige 
Folge davon, daß die beiden Stäbe OA , OB ganz gleich- 
berechtigt sind. Man erhält das Momentanzentrum M' 
auch hier, indem man OB, im Verhältnis der Winkel- 
geschwindigkeiten von B und P, letztere relativ zu OP 
gerechnet, teilt. Ist ;c>9?, so liegt M zwischen und 
A, M' außerhalb OB auf der Seite von 0. Bevor wir 
in eine nähere Diskussion eintreten, sei noch bemerkt, 
daß nach den angegebenen Werten 

AM:AP = 0M:0M'=1c(p:lx, 

also M' und M mit P in einer Geraden liegen. Das 
muß auch stattfinden; denn diese Gerade ist die Kurven- 
normale. 

167. Nach der Erzeugung durch das Gelenkparallelo- 
gramm gibt es nur zwei Arten von eigentlichen Trochoidalen, 
das sind 1. die, für welche qjlx> , 2. die, für welche 
9^1 X < • Idi letzteren Falle ist etwa 9? > , ;f < zu 
nehmen. Um die entsprechenden Formeln aus den oben 
gegebenen abzuleiten, hat man dann nur auch, damit die 
Anfangslage stimmt, Z < anzunehmen. 

Wir nennen nun die erzeugten Kurven bei gleich 
gerichtetem Drehsinn der beiden Oelenlcstabe OA, OB Epi- 
trochoidenj hei entgegengesetzt gerichtetem Drehsinn Hypo- 
trochoiden. Diese Bezeichnung stimmt mit der früher für 
Epi- und Hypozykloiden aufgestellten völlig überein. Denn 
sind 9? und x positiv und ;f > 9?, so ist im Falle (I) R 
und r positiv, d. h. der bewegliche Kreis liegt außerhalb 
des festen; im Falle (II) ist R' positiv, aber r' negativ, 
d. h. der bewegliche Kreis berührt den festen von innen, 
schließt ihn aber vollständig ein, da |r'| > R\ Ist ;c < 9? , 
so sind im Falle (II) R' und r' von gleichem, im Falle (I) 
B und r von ungleichem Zeichen, aber wieder so, daß 
\R\ <r. Der rollende Kreis ist also immer ganz außer- 
halb des festen, wie das bei den Epizykloiden der 
Fall war. 
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Ist <p positiv, X negativ {l negativ), so sind in beiden 
Fällen die Eadien der rollenden Kreise von verschiedenem 

Zeichen (vgl. Fig. 109); im- 
mer aber, ist der Badius des 
beweglichen Kreises absolut 
genommen kleiner als der 
des festen. Der bewegliche 
Kreis ist also immer ganz 
innerhalb des festen, wie es 
bei den Hypozykloiden der 
Fall war. 

168. Die Epi- und Hy- 
potrochoiden scheiden sich 
ferner je in zwei Familien, 
nach der Größe von l/Jc im 
Verhältnis zn 9?/;^. Ist 




Flg. 109. 



V* < 9>lx > 



so ist bei der ersten Erzeugung 
Ä < |r| , bei der zweiten Ä'> |r'| . Ob also der beschreibende 
Punkt bei der Eollbewegung innerhalb oder außerhalb des 
beweglichen Kreises liegt, bietet kein Unterscheidungs- 
merkmal. Für die Eollbewegung können wir aber die Be- 
dingung l/Jc < q)lx dahin formulieren, daß der beschreibende 
Punkt und der Mittelpunkt des festen Kreises durch die 
Peripherie des roUenden Kreises voneinander getrennt sind. 
Biese Trochoidalen nennen wir wegen ihrer Form »ge- 
streckt (geschweift)«. 

Auch wenn IfJc > <plx , ist der beschreibende Punkt 
bei der einen Erzeugung (wo {r|<^{i2|) außerhalb, bei 
der andern innerhalb des beweglichen Kreises. Immer 
aber liegen der beschreibende Punkt und der Mittelpunkt 
des festen Kreises auf derselben Seite der Peripherie 
des beweglichen Kreises, entweder beide innerhalb oder 
beide außerhalb. Diese Trochoidalen heißen wir »ver- 
schlungene Trochoidalen«. 

Ist Iß = (fix j so liegt der beschreibende Punkt auf 
der Peripherie des rollenden Kreises, und wir haben die 
Zykloidalen, oder wie wir sie hier nennen können, die 
»gespitzten Trochoidalen«. 
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1 69. Um den Verlauf der gestreckten und verschlungenen 
Trochoidalen besser übersehen zu können, ist es gut, den 
Wendekreis W QSt. 132) ^u betrachten. Dieser berührt 
in M beide Kreise und liegt in bezug auf 0^ zu dem 
Kreise über B als Durchmesser homothetisch. Sein Eadius 
ist also w « i Q_== Brj2(B + r) . Er liegt außerhalb des 
feöten Kreises und ganz im beweglichen Kreise, wenn dieser 
außen rollt. Eine verschlungene Epitrochoide {h > r) kann 
daher überhaupt keinen Wendepunkt haben, weil P nie 




Flg. HO. 

in das Innere von W gelangt. Da nun von seiner An- 
fangslage Po aus der Punkt P zuerst nach der der Eoll- 
bewegung entgegengesetzten Seite sich wendet, muß die 
Kurve die Scheitelrichtung OPq in einem Punkte D über- 
schneiden. Wegen der Symmetrie bildet also die ver- 
schlungene Epitrochoide Schleifen, deren Doppelpunkte auf 
den Scheitelgeraden liegen. Zu diesen (primären) Doppel- 
punkten können noch andere (sekundäre) treten, wenn bei 
genügend großem A die Schleifen sich gegenseitig über- 
schneiden. Dies ist z. B. in unserer Fig. 110 der Fall, wo 
der Modul /i » f genommen wurde. 
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In gleicher Weise können auch die gestreckten Epi- 
trochoiden keine Wendepunkte haben, wenn fc < r — Q, , 
d. h. fc < r^l{B + r) ist. Die Kurve verläuft dann vöUig 
konkav gegen den Mittelpunkt O des festen Kreises ^*^). 
Außer den Hauptscheiteln hat sie aber dann noch Neben- 
scheitel, auf deren Betrachtung wir nicht eingehen können. 
Ist jedoch r > Ä > r^l{B + r) , so hat die geschweifte Bpi- 
trochoide Wendepunkte, die innerhalb des durch dieEadieniJ 
und E + C2.= E(i2 + 2r)/(i2 + r) bestimmten Kreisringes 
liegen (vgl. die der vorigen entsprechende Fig. 111). Die 
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Kurve beginnt dann in der Anfangslage konvex gegen O . 
Wenn h gerade gleich r^l{B + r) ist, treten in der einen 

*") So ist z. B. die Bahn des Mondes relativ zur Sonne. Wenn 
wir JB-fr = 150000000 km setzen^ den synodischen Monat zu 29^**, 
das siderische Jahr zu 365^^ annehmen, so finden wir B und r , 
indem wir die Bonnenentfernung im Verhältnis 365^ : 29i teilen. 
Es ergibt sich ungefähr jB = 138800000 km, r = 11200000 km. 
Die kritische Entfernung r — Ci=r^l(B + r) bestimmt sich hieraus 
zu 838000 km. Die Mondentfemung ist aber geringer als die H&lfto 
dieser Strecke, nämlich h = 385000 km, so daß sich also die Mond- 
epitrochoide nur wenig von einem Kreise unterscheidet. Genaue 
Zeichnung siehe bei Martüs, Astr, Erdkunde, 3. Aufl. Leipzig 
(0. A. Koch) 1904, 382. Die Jupitermonde beschreiben teils ver- 
schlungene, teils gestreckte Epitrochoiden um die Sonne« 
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Hälfte der Hauptscheitel, die der Anfangslage entsprechen, 
Flachpunkte auf. ' 

170. Wird r kleiner und geht durch Null zu negativen 
Werten über, so bleibt w zunächst positiv. Der Wende- 
kreis liegt aber doch auch auf der Seite der Tangente in M , 
wo die erzeugenden Kreise liegen. Das positive Vorzeichen 
von w zeigt also nur an, daß der Wendekreis und der 
rollende Kreis auf derselben Seite von M liegen. Der 
Eadius w wächst von bis |r| , wenn |r|=^i2 ist. So- 
lange also \r\ < ^E , ist w? < \r\ . Da für die verschlungene 
Hypotrochoide nach der obigen Definition ä > |r ist, wenn 
\r\ < ii2, kann auch diese keine Wendepunkte haben und 
ist der verschlungenen Epizykloide analog, nur daß die 
Schleifen nach auswärts gerichtet sind. Ist Ä aber wenig 
kleiner als |r|, so entsteht eine gestreckte Hypotrochoide 
mit Wendepunkten, die sich von einer analogen Epi- 
trochoide dadurch unterscheidet, daß sie in den der An- 
fangslage entsprechenden Scheiteln die konvexe Seite nach 
außen kehrt. Für Ä = r2/(i2 — |r|) treten in den andern 
Hauptscheiteln Flachpunkte auf und wenn "h kleiner als 
dieser Wert wird, ist ebenfalls die ganze Kurve konkav 
gegen O . Der Leser möge sich hier selbst, etwa an- 
schKeßend an die Steinersche Hypozykloide, entspre- 
chende Figuren herstellen. Die Kurven werden dann 
rationale Quartiken mit drei Knoten oder drei isolierten 
Punkten. 

Wird |r| > ^i? , so wird w > |r | , der Wendekreis also 
größer als der rollende Kreis, bis für r = — f E auch w = R, 
d. h. der Wendekreis so groß wie der erzeugende Kreis 
wird. Von da ab wächst w ins Unbegrenzte, solange 
noch Hypotrochoiden erzeugt werden, d. h. solange |r| <i2 . 
Erst für \r\ > B und r < wird w < , d. h. der Wende- 
kreis tritt, zunächst sehr groß, auf die andere Seite von M . 
Jetzt werden wieder Epitrochoiden erzeugt. Wir wollen 
aber eine genauere Diskussion bei den zweiten Erzeugungs- 
arten dem Leser überlassen. 

171. Bevor wir darangehen, die Trochoidalen für be- 
sondere, vor allem unendliche Werte von B und r zu be- 
trachten, müssen wir dem Falle, wo h = B + r ist, unser 
Augenmerk schenken. Die entsprechenden Trochoidalen 
sind für positives und negatives r vom verschlungenen 
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Typus; alle Schleifen gehen durch das Zentrum des festen- 
£[reises. Die Gleichungen (2) ergeben die Darstellung 

a;= 2(i2 + r)ßin— 2^—0) sin— a>, 

y = — 2(B + r)cos — ^7— ^sin-^^ a> . 
Hieraus erhält man 



B y ^ JK + 2r 



a?« + y* = 4(B + r)«sin«:^ a> , ^ = -ctg 



(O 



2r ' aj ^ 2r 

Setzt man, um Polarkoordinaten einzuführen, 

y/a? = -ctg(Ö + ijr), so wird a> = (« + iji)-2r/(i2 + 2r), 

so daß schließlich 

(5) Q^2{R + r)Bm^fj^{e + ^tz) 

als Gleichung in Polarkoordinaten sich ergibt. Demnach 
sind diese »sternförmigen Trochoidalen«, wie sie auch ge- 
nannt wurden, nichts anderes als die uns schon bekannten 
Bosenkurven von der Gleichungsform (Nt. 83) 

(5*) Q^ m sin/i & . 

Da a> == d + i ^ zn setzen ist, so sehen wir, daß in (5) die 
Achse durch die Mitte eines Blattes geht. Ist /i gegeben, 
so findet man r/i2 = (1 — /i)/2 fi . Daher können wir die 
Bosenkurven in zwei Klassen teUen, je nachdem sie zu den 
Epi- oder Hypotrochoiden zählen. Wir haben epitrochoidale 
Bosenkurven für /i < 1 , hypotrochoidale Bosenkurven für 
/i > 1 . Dazwischen steht der Ereis für /i = 1 • 

' 172. Die bekanntesten Bosenkurven sind die für jia = 2 
und /i = 3 . Für die erstere wird r = — i-B , für die zweite 
r=— ^-B, es sind dies das regelmäßige Vier- und Drei- 
blatt, die Fußpunktskurven der regulären Aatroide und der 
Steinerschen Hypozykloide in bezug auf den Mittelpunkt. 
Für /i = i ergibt sich r = ^B , für /^ = i r = B. Die 
erstere, von der Fig. 112 ein BUd gibt, ist eine Kurve 
6. Ordnung, die zweite eine Quartik, die wir als Inverse 
der Trisektrix des Maclaubin schon erwähnt haben (Nr. 84). 
Auch die beiden letzteren sind Fußpunktskurven bekannter 
Zykloidalen, wie wir im folgenden sehen werden. 
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Fig. 112. 



Von speziellen eigentliclien Trochoidalen sind nur je 
eine Hypo- und Epitrochoide bemerkenswert. Die Hypo'- 
trochoide entstellt für r = — ^E bei 
beliebigem h. Ihre Gleichungen wer- 
den nach (2), wo h das Zeichen zu än- 
dern hat, 

X = {^R + &)cosa> , 

y = {^B — fc)sinö> . 

Es ist dies also eine Ellipse, die für 
h = r =^B in den Durchmesser y = 
übergeht (vgl. Nr. 72). 

Die Epitrochoide wird erzeugt für 
r = 12 bei beliebigem h . Ihre Glei- 
chungen sind 

(7) a?— fc = 2cosö>(i2 — fccosco), y = 2sinö>(iÜ — J^cosa>)* 

Führt man Polarkoordinaten ein, indem man x — h = qcosO^ 
y = QSinO setzt, so erhält man = co und die Gleichung 

(7*) ^ = 2(E-Äcosa>). 

Das ist die Gleichung einer Pascalschen Schnecke, die 
für fc = B zu einer Kardioide wird. 

Zusatz. Die Konstruktion des Krünunungsmittelpunktes bietet 
bei Trochoidalen kein besonderes Interesse. Doch sei hier ergänzend 
bemerkt, daß die Erümmungsradien der Scheitel; wo die Savary- 
sohe Konstruktion im Stiche läßt, leicht aus dem algebraischen 
Ausdrucke mit Hilfe des Wendekreises konstruiert werden kOnnen. 
Nach (10) in Nr. 128 ist für einen Scheitel; da 

sinö = 1 , 1/(Ä - e) 4- IIq = 1/5 + 1/r = IjCL, 

also ^ = q^Kq — Q,) . Ci selbst konstruiert man am bequemsten 
aus der Formel r — 0,=^ *^*/(-B + **) • Die Quadratur der Trocho- 
idalen ist elementar; es ergibt sich aber kein geschlossenes Re- 
sultat. Auf Evoluten und andere abgeleitete Kurven kOnnen wir 
uns nicht einlassen, da diese komplizierterer Natur sind. 

173. Wir wollen jetzt noch eine andere Erzeugung 
besprechen, die eine früher für Zykloidalen gegebene er- 
weitert und dadurch verständlicher macht. 

Es mögen zwei Punkte N, L auf einem Kreise (O) 
vom Eadius B laufen, der eine mit q> , der andere mit x (> 9^) 
als Winkelgeschwindigkeit. Ein Punkt P teile LN im Ver- 
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Mltnis p : q (Fig. 113). 




Was ist der Ort von P f Ziehen 
wir PÄ^\LOj PBWNO, 
so ist 

P 



0A = 



OB 



p + q 






Fig. 118. 

Strecke OA im Verhältnis (x 
Badien der rollenden Kreise 



(Oif =)E = 



X — 9 



p + q 



Ä, 



p + q 

beide also konstant. Wir 
haben demnach ein Ge- 
lenkparallelogramm OAPB, 
dessen zwei um drehbaren 
Stäbe gleichförmig rotieren. 
Daher beschreibt P eine 
Trochoidale. Teilt man im 
Momentanzentrum M die 
- q>)lq) j so ergeben sich die 



V ' X P+q ' 



während h = AP = OB ist. Bestimmt man zu P den in 
bezug auf L , N harmonisch gelegenen Punkt P' , der das 
Teilverhältnis -—plq bat, so hat man in den Ausdrücken 
für Ä, r und h nur q das negative Zeichen zu geben. 

Dies kann man so auf- 
fassen, daß alle drei Orößen 
mit ip + q)Hp — q) multi- 
pliziert werden. Daher be- 
schreiben alle zu Lj N har- 
monisch gelegenen Punk- 
te P , P^ ähnliehe Trocho- 
idalen. Unter diesen sind 
auch zwei Zykloidalen, wenn 
r=±Ä ist. Dann ist das 

Teilverhältnis plq=i.xl^' 
Da für den inneren Punkt Q 
(Fig. 114) MA=AN^AQ, 
so ist QM ± LN, also LN 
selbst die Tangente. Das 
fanden_wir früher (Nr. 148). Für den äußeren Punkt Q' 

wird E = Ej also JV^ das Momentanzentrum, LN die Nor- 




Fig. 114. 



173, 174. S 25. Die trochoidalen Kurven. 241 

male. Q beschreibt also die Evolute der Zykloidale, die Q' 
beschreibt. Es ist demnach auch hieraus klar, daß diese 
beiden Zykloidalen gleichfalls ähnlich sind. 

Wir fragen nun noch, welcher Punkt von LN eine Eosen- 
kurve beschreibt. Offenbar derjenige, für den OÄ = OQ j 
das ist der Mittelpunkt 8 der Sehne LN (p/q = 1). Nun 
ist aber 081. LN und LN hüllt eine Zykloidale ein. Da- 
her haben wir den Satz: Die Fußpunktshurve einer Zy- 
hlaiddle ist eine sternförmige Troohoidale^ von demselben 
Modul. Der Modul Ä/r ist nämlich für alle Teilverhält- 
nisse gleich (x — q>)lq> . Daher ist die in Nr. 172 erwähnte 
Sextik mit der Polargleichung ^ = msin^d als Eosenkurve 
vom Modul 2, die Fußpunktskurve der Epizykloide des- 
selben Moduls, d. i. der Nephroide in bezug auf den Mittel- 
punkt. Und die andere Eosenkurve^ = msin^d mit dem 
Modul 1 ist die Fußpunktskurve der Kardioide in bezug 
auf den außerordentlichen Brennpunkt, den Mittelpunkt 
des Orundkreises. Für xl9^ < brauchen wir die Über- 
legungen nicht zu wiederholen. Es ist jetzt ohne weiteres 
verständlich, daß die Eosenkurven mit den Moduln —3 
und —4, d. i. das regelmäßige Drei- und Vierblatt, Fuß- 
punktskiirven der Hypozykloiden desselben Moduls, näm- 
lich der* Steinerschen Kurve und der regulären Astroide 
sein müssen. 

Zasatz. Die Inversen der Rosenkurven in bezug auf einen 
Kreis um den Mittelpunkt sind die Ährenkurven (Nr. 84). Da nun 
die Fußpunktskurven die Inversen der Polarreziproken sind, so 
sind die Fohtreziproken der Zykloidalen in bezug auf einen Kreis 
um den Mittelpunkt Ährenkurven, Insbesondere ist polarreziprok 
zur regulären Astroide die gleichseitige Kreuzkurve, zur Steiner- 
schen Kurve die Trisektrix von db Longohamps, zur Kardioide die 
Trisektrix des Maclaübin und zur Nephroide eine Quartik von der 
Polargleichung «^ sin| ^ = m, die Inverse der in Fig. 112 gezeich- 
neten Rosenkurve. 

174. Diese Betrachtungen lassen sich leicht auf den 
Fall erweitern, daß L und N auf zwei konzentrischen 
Kreisen von den Eadien r und B mit den Winkelgeschwin- 
digkeiten X ^^^ 9^ laufen. Die beiden Oelenkstäbe sind 
dann hier 

WiELBiTHSB, Spezielle ebene Karren. 16 
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während die Eadien B und r dieselben Werte wie vorhin 
haben (vgl. Fig. 115). Auch hier gilt offenbar der Satz, 
daß harmonisch zu L, N liegende Punkte P^ P^ ähnliche 
Trochoidalen beschreiben. Sind P und P' die Schnittpunkte 
der Winkelhalbierenden von -^LON und seinem Neben- 
winkel mit der Geraden LN , so ergeben sich ähnliche 
Eosenkurven. Im vorigen Falle war P' ins Unendliche 
gerückt. Auch^zwei ähnliche Zykloidalen sind wieder dar- 
unter. Da f = +OB werden muß, damit eine Zykloidale 
entstehe, ist das Teilverhältnis plq=i:xl9^ ' ^l'^^j also 
gleich dem Doppelverhältnis J der Winkelgeschwindigkeiten 
und der E^reisradien. 
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Es gibt auf LN keinen Punkt dessen !N^ormale immer 
senkrecht zu X^ stünde. Der Orund ist eben der, daß 
LN gar keine Trochoidale einhüllt. Wohl aber existiert 
eiif Punkt T auf LN , dessen Normale^ immer mit LN 
identisch ist. Für diesen Punkt T muß B = B sein. Hier- 
aus ergibt sich p/? = — ;t/9^. Also hüllt LN die Evolute 
einer Trochoidale ein. Diese Trochoidale wird von dem 
Punkte T beschrieben, der LN außen im Verhältnis der 
Winkelgeschwindigkeiten teilt. 

Belsp. 1. Das Verhältnis der Winkelgeschwindigkeiten sei — 1 , 
d. h. die Punkte L, N laufen mit entgegengesetzt gleichen Winkel- 
geschwindigkeiten auf zwei sonst beliebigen konzentrischen Kreisen. 
Der Modul aller durch Punkte der Geraden L , N erzeugten Tro- 
choidalen ist — 2. Die Trochoidalen sind also lauter Ellipsen. 
Für die Punkte P, P', die Zykloidalen beschreiben, muß pjq =±rlR 
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sein. Daher werden diese durch die Winkelhalbierenden von ^^LON 
und seinem Nebenwinkel ausgeschnitten. Dieselben Punkte be- 
schreiben aber auch die Rosenkurven des Systems. Es sind dies 
die Geraden OP und OP' selbst, die ja fest sind, da OP die An- 
fangslage darstellt. Der Punkt T ist der Mittelpunkt von XJV. 
LN haut also die Evolute einer Ellipse ein, die von T beschrieben wird. 
Belsp. 2. Läuft L 12 mal so rasch in derselben Richtung wie 
Nf so hüllt LN die Evolute einer bestimmten Epitrochoide vom 
Modul 11 ein. Das ist z.B. der Fall, wenn man sich die Endpunkte 
der Zeiger einer gewöhnlichen Taschenuhr immer durch einen ge- 
spannten Faden verbunden denkt (vgl. Nr. 148, Beisp. 1). 

175. Wie im Falle der Zykloidalen nehmen wir nun 
zunächst B = cx>^ d. h. wir lassen einen Kreis vom Badius r 
auf einer Oeraden rollen. Setzen wir in den Gleichungen (2) 
CO =: ry^jB , ferner x — B^i/, y = x und gehen zur Grenze 
über, so erhalten wir für die »Trochoiden« die folgende 
Darstellung 



(8) 



x^rtp — hBinyj , y =zr — ftcos^^ . 
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Diese Formeln lassen sich aus Fig. 116 direkt entnehmen. 
Man muß nur h das negative Zeichen erteUen, weil dort, 
der Übersichtlichkeit wegen, eine andere Anfangslage ge- 
nommen wurde, als der Festsetzung in Nr. 164 entspricht. 
Da es hier nur eine Erzeugungsweise gibt, haben wir für 
Ä > r verschlungene, für fc < r gestreckte, für fc = r ge- 
spitzte Trochoiden (Zykloiden). Weil C2_= r {w =^ \r) wird, 
müssen alle gestreckten Trochoiden Wendepunkte haben. 
Die verschlungenen Trochoiden bilden Schleifen, die sich, 
wenn h im Verhältnis zu r groß genug ist, auch über- 
schneiden können, so daß sekundäre Doppelpunkte auf- 
treten. 

Die Trochoiden stehen zu einer sehr einfach definierten 
Baumkurve, der gewöhnlichen Schraubenlinie, in einer merk- 

16* 
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würdigen Beziehung. Die Schraubenlinie sei durch die 
Gleichungen gegeben 

(9) x = aco^q) j y = asin9?, « = a9?tgÄ, 

wo (K den ll^eigungswinkel ihrer Tangenten gegen die 
(a;, y)- Ebene bedeutet. Wir projizieren die Schrauben- 
linie von irgend einem Punkte aus. Wegen der Symmetrie 
können wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, diesen 
Punkt in der {co, z)- Ebene annehmen, indem wir ihm die 
Koordinaten m, 0, n zuteilen. Dann entsprechen der 
durch den Punkt und die Schraubenlinie bestimmten Kegel- 
fläche die Gleichungen: 

(10) x-m y z-n 



acoBq) — m a sin 97 aq)tg(x — n 

Schneidet man diesen Kegel mit der {x, y)- Ebene 2; == 0, 
so ergibt sich die Schnittkurve, dargestellt durch die 
Gleichungen 

/^^x a(nco&(p — mcptga) an sing? 

(11) X = — ^^ ^ ^ ' , y == 



n — a(p tgx n — aq>tg(x 

Nimmt man nun das Projektionszentrum unendlich fern, 
so daß m und n unendlich groß werden, während lim n/m 
endlich bleibt und gleich tgß ist, wo /J den ll^eigungs- 
Winkel der Projektionsstrahlen gegen die (x , y)-Ebene be- 
deutet, so werden die Gleichungen (11) zu 

(12) X = a(coS9? — 9?tgÄ ctg/J) , y = asing? , 

die sich offenbar leicht mit den Gleichungen (8) identi- 
fizieren lassen (r = atg^ otg/3, i^ = a) . Damit dann die 
Trochoide verschlungen (gespitzt, gestreckt) sei, muß 
tg(xctgß< 1 (=1, >1) sein, d. h. es ist tgß > (=, <)tgÄ 
oder /?>(=, <)ä. Wenn also der Neigungswinkel der 
projizierenden Strahlen gleich dem der Tangenten der 
Schraubenlinie ist, wird die Projektion eine Zykloide; ist 
er größer, wird sie eine verschlungene und bei kleinerem 
Neigungswinkel der projizierenden Strahlen eine gestreckte 
Trochoide. 

Diese Tatsache läßt sich geometrisch leicht verstehen, 
wenn man sich die Schraubenlinie durch gleichförmige 
Bewegung eines Punktes auf einem Kreise erzeugt denkt, 
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dessen Mittelpunkt auf der ä?- Achse gleichförmig fort- 
schreitet , während seinia Ebene zu dieser Achse immer 
senkrecht bleibt. Da die verschiedenen Lagen dieses 
Kreises sich als Kreis projizieren, dessen Mittelpunkt längs 
einer Geraden gleichmäßig fortschreitet, während der Punkt 
auf ihm gleichförmig läuft, ist die Erzeugung einer Tro- 
choide in der Epizykelform gegeben. 

176. Anstatt B können wir auch r unendlich werden 
lassen. Wir werden dann die »allgemeinen Kreis- 
evolventen« erhalten. Um ihre Gleichungen aus (2) 
durch Grenzübergang herzuleiten, müssen wir aber den 
Abstand des erzeugenden Punktes von der abrollenden Ge- 




Flfl. 117. 

raden t = r — h einführen (vgl. Fig. 117), da h mit r un- 
endlich wird, also in (2) h = r-^t setzen. Wenn man 
dann bedenkt,, daß 

hm cos CO — cos o> = — comno) 

r=ooV r I r 

und 

B-\-r \ B 



hm (sincü — sm co] = — 



(OCOSO) 



ist, findet man die Darstellung 

(B + t) cosco + B(o 8ina> , 
{B + t) sinco — Bco cosa> , 



(13 
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die für * = wirkKch in die der gewöhnlichen (gespitzten) 
Kreisevolvente übergeht (Nr. 124, Beisp.). Auch hier gibt 
es natürlich nur eine Erzeugung. Wir haben für positives t 
gestreckte, für negatives t verschlungene Kreisevolventen. 
In Fig. 117 beschreibt Q{t) die eine, Q'{t') die andere, P 
die gewöhnliche Kreisevolvente. Da C2_==Ä {w = ^R) 
und der Wendekreis außerhalb des Grundkreises liegt, 
haben die gestreckten Kreisevolventen nur für t <B zwei 
Wendepunkte; für t == E tritt ein Flachpunkt auf und 
bei noch größerem t bleibt die Kurve in ihrem ganzen 
Verlaufe konkav gegen den Mittelpunkt des Grund- 
kreises. 

177« Unter den verschlungenen Kreisevolventen ist 
eine, die den Eosenkurven bei den eigentlichen Trocho- 
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idalen entspricht, also durch den Mittelpunkt des Grund- 
kreises geht. Offenbar ist dann t = —B. Die Glei- 
chungen dieser Kurve sind hiernach 



(14) 



X = B(o sinco , y = —B a> cosco . 
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Setzt man a? = y , y = -—x, so ist y/jr = tgco , m also 
gleich dem Polarwinkel 0, und da außerdem x^ + !/^ = B^co *, 
so ist die Polargleicliung dieser Kurve 

(15) Q=^Be. 

Dies ist eine der ältesten bekannten Kurven. Schon 
Arohimedes beschäftigte sich mit ihr und sie heißt des- 
halb die »Archimedische Spirale« (Fig. 118). Man 
erhält gemäß der Polargleichung (15) dieselbe Kurve, 
wenn man eine Gerade sich gleichförmig um einen Punkt 
drehen läßt, während der erzeugende Punkt auf dieser 
Geraden gleichförmig fortschreitet. Der auf dem Eadius- 
vektor gemessene Abstand zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Windungen der Spirale ist daher überall der 
nämliche. In der Tat ist Qe + 2n7t — Qe + 2{n-i)7i = '^Bn . 

Zusatz, Mittels der archimedisohen Spirale muß die Auf- 
gabe gelöst werden y den Durchmesser einer Papierrolle zu be- 
rechnen, wenn die Papierdicke e und die Länge des Streifens l 
ist. Die Spirale mit der Windungsweite e hat die Gleichung 
Q z= eOI2n. Nun müßte man das Bogenintegral berechnen, 
das durch elementare Funktionen zwar ausdrüokbar ist, aber 
nicht gest attet, 6 a ls Fun ktion von l darzustellen. Da aber 
d8=^ Q d^yi -f (q'IqY = gdO ^1 + (ej^gnY , so kann man den in 
der Wurzel stehenden Bruch bei kleinem e vernachlässigen und 
d8 = Qd9, wie wenn die Kurve ein Kreis wäre, setzen. Hier- 
nach ist dann l== q^ nje und 2 ^ = 2}/elln die Bollendicke. Man 
beachte, daß man zu demselben angenäherten Besultat gelangt, 
wenn man das Bechteck e l der Papierkante gleich der Fläche q^ n 
des Bollenquerschnittes setzt. Vgl. Int. math. 9, 1902, 249/52. 

178. Wie wir schon andeuteten, kann man sich die 
Entstehung einer gewöhnlichen Kreisevolvente sehr gut 
vorstellen, wenn man r im Verhältnis zu R allmählich 
anwachsen läßt, am besten in ganzzahligem Verhältnis. 
Die betreffende Epizykloide hat dann nur eine Spitze und 
immer eine Windung mehr, wenn die ganze Zahl r\U um 
Eins größer wird. Die zugehörige Eosenkurve vom selben 
Modul, die Fußpuiiktskurve der Epizykloide in bezug auf 
den Mittelpunkt des Orundkreises hat dann nur ein Blatt, 
das durch diesen Mittelpunkt geht, aber ebenso viele 
Windungen wie die Epizykloide. So gelangt man zu der 
Erkenntnis, daß die ArcMmedische Spirale die Fußpunkts- 
Tcurve der gewöhrUiöhen Kreisevolvente in hezug auf den 
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MiUelpunht des Orundkreises ist Freilich ist der Beweis, 
der für den Fall der eigentlichen Trochoiden in Nr. 173 
gegeben wurde, nicht stichhaltig, da die Winkelgeschwin- 
digkeit X ^^^ unendlich groß werden müßte. Aber man 
sieht die Eichtigkeit des. Satzes direkt aus Fig. 118, wo 
der Fußpunkt Q des Lotes von auf die Tangente der 
von P beschriebenen Kreisevolvente immer die Entfernung 
PQ ^ B von der abrollenden Kreistangente MP hat. 

Wie alle gewöhnlichen Kreisevolventen, sind natürlich 
alle Archimedischen Spiralen ähnliche Kurven. Die Kon- 
struktion der Normale (MQ) ist ja bei der trochoidalen 
Erzeugung selbstverständlich. Davon unabhängig findet 
man, daß die Polarsubnormale OM = dgldO = B ist. Über 
die Konstruktion des Krümmungsradius aller Kreisevol- 
venten gilt (wie für die Trochoiden) die in Nr. 172, Zus. 
gegebene Bemerkung. Speziell für den Scheitel erhält man 
hier ^ = q^{q — B) , Da bei der archimedischen Spirale 
Q = —B ist, hat diese im Scheitel ihrer Schleife Ä = —^B . 

Es ist noch anzumerken, daß die Konchoide der Ar- 
ehimedischen Spirale mit dem Scheitel als Pol mit dieser 
selbst identisch ist. Denn die Kurvengleichung 

(16) Q = B0 + l 

geht durch die Substitution = 6'— IjB in die Gleichung 
Q := B6' über. Diese Substitution zeigt aber nur eine 
Drehung der Polarachse an. 

179, Sowohl die gewöhnliche Kreisevolvente, wie auch 
die Archimedische Spirale lassen sich aus der schon für 
die Trochoiden verwendeten Schraubenlinie herleiten. Die 
gespitzte Kreisevolvente steUt den Ort der Spuren aUer 
Tangenten der Schraubenlinie mit der (x^ y) -Ebene dar 
oder mit anderen Worten: den Schnitt der durch die 
Schraubenlinie definierten abwicTcelbaren Schraubenfläche 
mit dieser Ebene. Eine solche Tangente ist durch fol- 
gende Gleichungen dargestellt 

. . X — a COS9? __ y — asin9? _^z — a(p tgöc 
— sin99 COS9? tga 

Setzen wir hier « = , so erhalten wir in der Tat 

(18) a? = a(cos9? + 9?sin9?) , y = »(sin^? — 9?C0S9?) , 
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welche Gleichungen mit den auf S. 176 (loa"') gegebenen 
identisch sind. Dies wird auch geometrisch klar, wenn man 
das Fortschreiten der Tangente an der Schraubenlinie als 
ein Abwickeln betrachtet, das sich in der orthogonalen 
Projektion auf die {x, y)-Ebene, wegen der überall gleichen 
Neigung der Schraubenlinie, als das Abwickeln der Kreis- 
tangente Tom Orundkreis darstellt. 

Für die Archimedische Spirale hat schon Pappus an- 
gegeben, daß sie eine Orthogonälprojelction der au6 einer 
gewöhnlichen Schraubenfläche durch einen Rotaiionshegel 
mit derselben Achse ausgeschnittenen Baumkurve auf eine 
zur Achse senkrechte Ebene ist Die gewöhnliche Schrauben- 
fläche entsteht aus der Schraubenlinie, wenn man ihr 
entlang eine Gerade gleiten läßt, die immer senkrecht zur 
Achse bleibt. Ihre Gleichung geht also aus den Glei- 
chungen (9) der Schraubenlinie hervor, wenn man 

a? = acos97, y '= asiiKp , z = cq> 

setzt und nun a und (p eliminiert. Man erhält sie in 
der Form 

(19) « = carctg^. 

Nehmen wir die Spitze des Eotationskegels im Anfangs* 
punkt an, so können wir seine Gleichung schreiben 

(20) z = xVa?« + y« . 

Die Elimination von z aus (19) und (20) ergibt, wenn 
man Polarkoordinaten einführt, 

(21) XQ = C0, 

also in der Tat eine Archimedische Spirale. Man kann 
nun nach der ebenen Kurve fragen, die aus der auf dem 
Kegel (20) verzeichneten Baumkurve hervorgeht, wenn 
man diesen in eine Ebene ausbreitet. Nennen wir ^ die 
Entfernung eines Kurvenpunktes von der Kegelspitze, e 
den halben Offnungswinkel des Kegels (ctge == x) , so ist 
zunächst immer §Bm€ = q. Femer besteht zwischen dem 
abgewickelten Winkel a> und seiner Projektion 6 die be- 
kannte Beziehung cd = sine (da qO = §(o). Setzen wir 
diese Werte in (21), so ergibt sich 

(22) 6 ^a> = c^-^tilleo 



^50 IV*. Abschnitt. Rouletten, insbes. zyklische Kurven. 179, 180« 

als Polargleichung der abgewickelten Kurve. D<i8 ist also 
wieder eine Archimedische 8piräle^^). 

Zusatz. Wir wollen diese Gelegenheit benutzen, um einen 
ähnlichen Satz fQr die logarithmische Spirale anzuführen, den 
der Leser selbst beweisen mag. Bestimmt man auf einem Rota- 
tionskegel diejenige Kurve, die alle Erzeugenden unter demselben 
Winkel schneidet, so ist ihre Projektion auf eine zur Kegelachse 
senkrechte Ebene eine logarithmische Spirale und die Abwicklung 
des Kegels gibt wieder eine logarithmische Spirale. Raiunkurven, 
die alle Meridiane einer Rotationsfläche unl^er demselben Winkel 
schneiden, heißen überhaupt »Loxodromen«. Die älteste dieser 
Art Kurven ist, wegen ihres nautischen Interesses, die Kugel- 
loxodrome. Projiziert man die Kugel von einem der Pole auf 
die Äquatorebene, so gehen die Meridiane in ein Geradenbüschel, 
die Loxodromen aber in logarithmische Spiralen über, da die 
(stereogi*aphische) Projektion konform ist, also alle Winkel er- 
halten bleiben. 

180. Die Projektionen der Schraubenlinie ergeben 
noch einige interessante ebene Kurven. Zunächst sei das 
Projektionszentrum wieder unendlich fern, die Neigung 
der Strahlen gegen die (o?, ^) -Ebene ß, aber wir nehmen 
als Projektionsebene nicht diese selbst, sondern eine durch 
die y- Achse gehende, gegen die {x, y)- Ebene unter dem 
Winkel y geneigte Ebene. Dann bleiben die y in den 
Gleichungen (12) erhalten, während die a? mit dem Faktor 
sin/8/sin()8 + y) multipliziert werden. Die entstehenden 
Kurven sind zu den Trochoiden affin. Ihre Gleichungen 
lauten . ^ 

(23) X = a(cos9? - (p tgoc ctgß) ^^^^^ ^^ , y = a^m(p. 

Von besonderem Interesse ist hier der Fall /8 = , wo 
die projizierenden Strahlen zur (a?, y)-Ebene parallel laufen. 
Auf dieser selbst ist die Projektion eine gestreckte Tro- 
choide mit unendlicher Ganglänge (r = c» , ä = a) . Die 
Affine dazu auf der geneigten Ebene hat die Gleichungen 

(24) 0? = — a 9? tga/siny = cq) , y = a sin 97 , 
woraus durch Elimination von 9? die Gleichung entsteht 

(24*) y = a sin -^ . 



"*) Vom Verf. bemerkt im Arch. Math. Phys. 11, 1907,. 131. 
Lösungen ebd. 12, 1907, 193/5. 
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Das ist demnach eine »Sinuslinie«. Insbesondere ist natür- 
lich die Orthogonalprojektion der Schraubenlinie auf eine 
zur (y j z) •'Ebene parallele Ebene, oder auf diese selbst, 
(y = i^) eine Sinuslinie. Die Kurve (24*) geht in die 
gewöhnliche, die Sinusfunktion darstellende Linie über, 
wenn man a als Einheit betrachtet und zugleich Bmy = tgoc 
ist. Das läßt sich durch unsere Projektion nur erreichen, 
solange o^^^Jt ist. 

Wir verzichten auf eine weitere Untersuchung der 
Sinuslinie, deren Gestalt ja ohnehin bekannt ist und be- 
handeln auch die übrigen »trigonometrischen Kurven« 
y = a cos(a?/c) , y = a tg(a?/c) , y = a ctg(a?/c) nicht weiter, da 
sie außer ihrem Verlauf wenig geometrisches Interesse bieten. 

Bern. Eine bestimmte Sinuslinie, nämlich die mit der Glei- 
chung y = a ßm(jr xl2 a) stellte Tsohisnbaüsun^*'') als Quadratrix 
des Kreises auf. Eine geometrische Erzeugung der SinusHnien 
erhält man, wenn man bei der Erzeugung einer Trochoide den 
beschreibenden Punkt immer liuf den zur Fortbewegungsrichtung 
des Kreises senkrechten IXirchmesser projiziert. Es ist femer 
ein sehr bekannter Satz der darstellenden Geometrie, daß die 
Sinuslinie als Abwicklung eines ebenen Schnittes eines Kreis- 
zylinders auftritt. 

181. Wir wollen nun das Projektionszentrum auf der 
Achse der Schraubenlinie annehmen und diese auf die 
(ä7,y)-Ebene oder eine zu ihr parallele Ebene projizieren. 
Das Besultat wird am einfachsten, wenn wir das Projek- 
tionszentrum im Anfangspunkt nehmen und eine Parallel- 
ebene zur Projektionsebene wählen. Dann lauten die 
Gleichungen eines projizierenden Strahles 

xjaeo&q) = yla&inq) = zlaq> tgx . 

Setzen wir hier « = C , so ist die gesuchte Projektion dar- 
gestellt durch die Gleichungen 

(25) x = ^^, y = i^. 

Da yjx = tgq) , kann man (p als Polarwinkel betrachten. 
Durch Quadrieren und Addieren ergibt sich dann die 
Polargleichung der Kurve 

(25*) ^(9 = CctgÄ=:C. 

^*^) Medicina mentis, Amsterdam 1686. 
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Diese Kurve heißt, in Anbetracht der Gleichnngsform, 
»hyperboliscie Spirale« i^^). Wir bemerken sofort, daß 
diese Spirale zur Archimedischen Spirale in bezug auf 
deren Scheitel invers ist. Nach einem schon öfters be- 
nutzten Satze (Nr. 5) ist sie also die Polarreziproke 
zu einer gewöhnlichen Kreisevolvente in bezug auf einen 
zum Orundkreis konzentrischen Kreis. Ihre interessante 
Gestalt ist aus der Polargleichung (25'*') leicht zu ent- 
nehmen. Die Kurve kommt aus dem Unendlichen für 
ö = und windet sich dann, indem q immer kleiner wird, 
je mehr 6 wächst, um den Pol als asymptotischen Punkt. 




Rg. 119. 



Dabei ist zu beachten, daß sie für negative einen dem 
ersten kongruenten Zweig hat; beide Zweige liegen in be- 
zug auf die zur Polarachse senkrechte Gerade symmetrisch 
(Fig. 119). Auf dieser Geraden überschneiden sich also 
die Zweige unendlich oft. Da die Polarsubtangente 
q^Iq'^—c ist, hat man eine einfache Konstruktion der 
Normale. Außerdem ist aus diesem konstanten Werte 
ersichtlich, daß die zur Polarachse im Abstand c ge- 
zogene Parallele Asymptote der Kurve und zwar beider 
Zweige ist. Da außerdem die Kurve diese-^Asymptote 
nicht überschreiten kann, ist der unendlich ferne Punkt, 
wo die beiden Zweige zusammenhängen^ ein Wendepunkt. 



"•) Zuerst von Yasi&non (1704), dann von Joh. Bebnoülli 
(1710) aufgestellt. Der Name ist von letzterem. 
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182. Dies wird sofort nocli deutlicher, wenn wir die 
Konchoide der hyperbolischen Spirale in bezng avi den 
Pol bilden ^*^. Ihre Polargleichung ist 

(26) . e = |- + i. 

Auch brfihri9tfürÖ = Oe = aonnddaeV"-(c + ^Ö)Vo 
für 6 = ebenfallfi gleich — o wird, wie vorhin, hat die 
Kurve dieselbe Asymptote wie die hyperbolische Spirale. 



Flg. 120. 

Aber die Kurve beginnt offenbar, wegen des additiven I , 
jenseits dieser Asymptote. Für einen Wendepunkt muS 
0((ö + c)* — 2c( = sein. Die linke Seite dieser Glei- 
chung ist fär d = zunächst negativ, wächst dann mit 
wachsendem 6 beständig, so daS nur einmal der Wert 
Null auftreten kann; für negative 6 ist sie immer negativ. 
Es gibt demnach einen reellen Wendepunkt, und zwar 
zwischen ö = und ö -= 1 {oder 57" ca.). Von da wird die 
Konchoide konkav gegen den Pol, umkreist dieeen un- 
endhch oft, nachdem sie die Asymptote überschritten, um 



>") Erwfthnt bei SohlOmiloh-Naetzboh, Übungsbuch zur höheren 
Analysie. I. TeU, 5. Aufl.. Leipzig 1904, S. 153. 
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sich dem Kreis vom Badius l asymptotisch von außen 
zu nähern (vgl. Fig. 120). Von demselben Kreis löst sich 
die Kurve innen, wenn im Unendlichen das Vorzeichen 
wechselt, wieder asymptotisch ab, nähert sich dem Mittel- 
punkt des Kreises immer mehr, passiert diesen für 
= —cß, um sich schließUch der asymptotischen Geraden 
von unten anzuschmiegen. Wenn wir nun l kleiner 
und kleiner werden lassen, sehen wir die hyperbolische 
Spirale aus dieser allgemeineren Kurve entstehen und den 
Wendepunkt ins Unendliche rücken. 

Zusatz. Die direkte Deutung der Polargleichung der hyper- 
bolischen Spirale ergibt folgende Eigenschaft, die auch als Er- 
zeugung benutzt werden kann: Betrachtet man die hyperboliache 
Spirale im Zusammenhalt mit dem System konzentrischer Kreise um 
den Fol, so ist auf jedem Kreise die Länge des Bogens von der 
Folarachse an bis zum Schnittpunkt des Kreises mit der Spirale 
konstant (= c) . 

183. Vertauschen wir in dein Tripel 

Kreisevolvente | Archimedische 8p. | Hyperb. 8p., 

wo die mittlere Kurve zur ersten Fußpunktskurve, zur 
letzten Inverse ist, während' die erste zur letzten polar- 
reziprok ist, die erste mit der letzten, so muß sich eine 
neue mittlere Kurve C bestimmen lassen, so daß C In- 
verse der Kreisevolvente und Fußpunktskurve der hyper- 
bolischen 8pirale wird. Wir woUen C als Inverse der ge- 
wöhnlichen Kreisevolvente aufstellen. Statt aber die 
Polargleichung der letzteren zu benutzen, schlagen wir 
einen direkten Weg ein. Es sei P ein Punkt der Kreis- 
evolvente, also Jf P = arcJfÄ = Bcoy so ist der zu P in 
bezug auf den Grundkreis der Evolvente inverse Punkt Q 
der Fußpunkt des von M auf OP gefällten Lotes (vgl. 
Fig. 121). Da nun 0^ = ^ = E/yi + cü«, <^Oä = Ö 
= CO — < MOP = CD — arc tgct> ist, so hat die gesuchte 
Kurve die Polargleichung 

(27) ö = -y^2^"^-arccos-|^. 



Die hervorragendste Eigenschaft dieser Kurve, wenn man 
sie für sich betrachtet, ist nun die, daß ihre Polartangente 

^=Q^{QlQy + 1 konstant ist. Damit ist zugleich die 



183. 
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Konstruktioii der Tangente für jeden Punkt gegeben. Da 

de/dg = 1/^'= -yE2 -- g2/^S erhält man ^=B als die 
fragliche Konstante. Ans diesem Grunde nannte ihr 
erster Entdecker Cotes^^®) die Kurve »Traktrix compli- 
cata«9 in Anlehnung an eine Eigenschaft der gewöhn- 
lichen Traktrix, deren Tangente bei rechtwinkligen Koor- 
dinaten konstant ist (Nr. 208). 




Flg. 121. 



Was die Gestalt der Traktrix complicata betrifft, so 
ist sie offenbar gegen die Polarachse 08 symmetrisch. Sie 
beginnt bei 8 mit q == B, ö = , wo wegen tg/LL = qIq^= 
der Winkel /i = 0, also wegen der Symmetrie eine Spitze 
sein muß. Da die Bedingung für die Wendepunkte 

jR2 — 2^2 = wird, entstehen solche für § = 1^/2, 
e = +(1 — {7t) [a> = ±1] . Von da ab bleibt die Kurve 
konkav gegen den Pol, dem sie sich asymptotisch von 
beiden Seiten nähert. 



*^®) Harmonia mensurarum, 1722. 
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184. Wenn man endlich, nm die Schraubenlinie zu 
projizieren, daß Projektionszentrom auf dem Mantel des 
sie enthaltenden Zylinders nimmt, so entsteht eine neue, 
eigenartige Kurve, die verschiedene merkwürdige Eigen- 
schaften hat. Wir nehmen am besten den Punkt (a, 0, 0) 
als Projektionszentrum, wo die Schraubenlinie die (a;, y)- 
Ebene durchdringt und projizieren sie auf die Ebene = C- 
Die Gleichungen des projizierenden Strahles sind dann 

X — a y z 



a(cos99 — 1) asin^? a^^tg^s^ ' 

Setzen wir x — a = Xj so hat man hieraus als Gleichungen 
der Projektion in der Ebene « = f 

(28) ^, C(cosy-l) i^. 

Da y/^ = sin9p/(cos9? — 1) = — ctg^9?, so ist — ^/y = tg^9?; 
also können wir \(p gleich dem Polarwinkel 6 setzen. 
Außerdem ist ^* + y* = 4 C^ sin*^ (pfq)^ tg*Ä , woraus, wenn 
man C = btga nimmt, wo h eine beliebige Konstante ist, 
die Polargleichung der gesuchten Kurve 

(28*) . Q = h^ 

hervorgeht. Dieselbe Kurve, die wegen ihrer Form 
»Kochleoide« (6 xox^iaQ, die Schnecke) genannt wird, 
läßt sich aus der hyi>erbolischen Spirale durch ein sehr 
einfaches Verfahren ableiten. Es sei P(g , 6) ein Punkt 
der hyperbolischen Spirale, so mache man PQ = OP = q 
und parallel der Polarachse in der Sichtung, wie für die 
hyperbolische Spirale gezählt wird, so ist Q ein Punkt 
einer Kochleoide (s. Fig. 122). Heißen wir q und d) die 
Polarkoordinaten von Q , so ist in der Tat ^ = 2 g sin^ d , 
d> = ^(:7r + ö), also ^ = 26sin|ö/ö, wenn Q^bjOj was 
für (b = öj — ^71 in. ^ = 6 süic6/ci& übergeht. Da die an- 
gegebene Konstruktion das System konzentrischer Kreise 
imi in das Büschel aller sich in mit der zur Polar- 
achse Senkrechten als gemeinsamer Tangente berührenden 
Kreise verwandelt und die Längen der Kreisbogen dabei 
erhalten bleiben, so können wir gleich sagen, daß der Ort 
der Endpunkte aller vom BerührungspunTcte aus gemessenen 



184, 185. 
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gleich langen Kreisbogen eines solchen Büschels eine Koch- 
leoide ist. 

Die Form der Kochleoide können wir ans der Glei- 
chung (28*) sehr leicht entnehmen. Für ö = (was jetzt 
mit c& = zu identifizieren ist) ist auf der Polarachse, 
die zur Asymptote A der hyperbolischen Spirale senkrecht 
ist, OA = Q = h . Das ist zugleich der Maximalwert von q . 
Wir betrachten nun nur den Zweig für positive ö; ihm 
entspricht ein symmetrischer für negative . Der Badius- 
vektor wird zuerst für 6 = n und dann für = v n 
gleich Null. Da tgju = qIq'= ösinö/(öcosö — sinö) hierbei 
immer mit Ausnahme von v = gleich Null wird, so be- 




Flg. 122. 



rühren sich alle Zweige in mit der Polarachse als Tan- 
gente. Jede Windung liegt ferner innerhalb der vorher- 
gehenden, da Q beständig abnimmt. Für ö = wird der 
Grenzwert von tgju unendlich groß, so daß dort die Kurve 
rechtwinklig ansetzt. Da erst für = oo ^ = wird, ist 
asymptotischer Punkt. 

185. Ihre wichtigste geometrische Eigenschaft ist nun 
wohl die folgende. Bestimmt man zu allen von einem 
Punkte A einer Kurve ausgehenden Bogen AB die 
Schwerpunkte Q , so beschreibt Q , wenn B die Kurve 
durchläuft, die sogenannte »Schwerpunktslinie« der Grund- 
kurve für. den Punkt A . Die SchwerpunTctslinie des 
Kreises nun ist die Kochleoide. In der Tat, sei OA ^h 



WiBLEiTHEB, Spezielle ebene Kurven. 
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der Badius des Kreises, <A0B = 2Ö, so ist der Polar- 
winkel für Q gleich ö, während man für OQ = q die 

Gleichung hat 

e 

2b0'Q = 2jh COS9P 'bd<p = 2b^ sinö , 



woraus sofort q = 6sinö/ö folgt. (In Fig. 122 ist der hier 
genannte Winkel mit c& bezeichnet.) Nennen wir nun 
für einen Augenblick den Schnittpunkt der Kochleoiden- 
tangente in Q mit dem Kreis T und setzen den Winkel 
TOQ = * , so ist Q = h sin(/i — i?)/sin/i . Aber andererseits 
ist nach dem oben gegebenen Wert von tg /ll der Ausdruck 
&sin(;i — ö)/sin/i gleich &sinö/ö, also auch gleich q. Der 
Punkt T ist daher mit B , der Winkel 1? mit identisch. 
Die Tangente der Kochleoide geht also immer durch den 
beweglichen Badpunkt des zugehörigen Kreisbogens^^®). 

186. Die Inverse der Kochleoide in bezug auf einen 
Kreis um den asymptotischen Punkt, also die Kurve mit 




Flg. 123. 

der Gleichung q = aö/sinö ist von historischem Interesse. 
Sie heißt »Quadratrix des Dinostbatüs«, da sich dieser 
Geometer (4. Jahrh. v. Chr.) ihrer zur Quadratur des 
Kreises bediente, während sie noch etwas früher von 

18») Dieser Satz gilt für alle Sohwerpunktslinien. S. CesIbo- 
KowALBWSKi, S. 100. — Die Kochleoide wurde zuerst von J. Fbbks 
(anonym) als Quadratrix in Phil. Trans. 1700, Nr. 260 aufgestellt. 
Als Sohwerpunktslinie betrachtete sie Fontana (1780). Der Name 
ist von C. Falkbnbueg, Archiv Math. Phys. 70, 1883. Eine Biblio- 
graphie wurde von E. Wölpung in Boll. bibl. stör.* 3, 1900, ge- 
geben. 
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HiPPiAS aus Elis erfunden wurde zur Trisektion des 
Winkels. Wir, geben nur ihre Figur (123) und ihre karte- 

3t CD 

sische Gleichung y = a?ctg^— , die man erhält, wenn man 

in der Polargleichung 6 = ^ji — cd und a = 2 r/ji setzt. 
Die Diskussion überlassen wir dem Leser. Außerdem er- 
wähnen wir uQch die stereometrische Erzeugung, die schon 
Pappus angab: Schneidet man eine gewöhnliche Schrauben- 
flache mit einer durch eine Erzeugende gehenden Ebene und 
'projiziert die Schnittlinie orthogonal auf eine zur Schrauben- 
a^ohse aenlcrechte Ebene, so ist die Projektion eine Quadratrix 
des Dinostratus. Auch den einfachen Beweis dieses 
Satzes möge der Leser selbst führen. 

Bern. Die Tangenteneigenschaften der Kochleoide und der 
hyperbolischen Spirale kann man folgendermaßen aussprechen: 
Die Tangenten der unendlich vielen Punkte, in denen eine durch 
den asymptotischen Punkt gehende Gerade die Kurve schneidet, 
laufen alle durch einen Punkt , der, wenn die Gerade sich um 
dreht; einen Kreis vom Zentrum beschreibt. 

187. Die hyperbolische Spirale, als Inverse der Archi- 
medischen Spirale, gab zu einigen Weiterungen Anlaß 
durch die Kurven, die mit ihr in Zusammenhang gebracht 
werden können. Wir kehren nun zu unserer eigentlichen 
Aufgabe zurück, in der Erzeugung von Trochoidalen den 
Badien B und r der Kreise, sowie dem Abstände h des 
beschreibenden Punktes vom Mittelpunkt des rollenden 
Kreises besondere Werte zu erteilen. Nachdem wir die un- 
endlich großen Werte vonE und r behandelt haben, erübrigt 
uns noch zu sehen, ob ähnlich wie bei den Pseudo- 
zykloidalen auch für komplexe Werte von E, r und h 
reelle Kurven entstehen können. Wir setzen demnach 

E = jBi + fE2, r-=r^-\-ir^ j Ä = Äi + tÄ2, 

außerdem die Entfernung 00' = d der beiden Kreismittel- 
punkte =B + r = di + id2j so daßdi = Äi + ^i> ä^^B^+r^ 
ist. Auch den BoUwinkel a> am festen Kreise können 
wir komplex annehmen. Da aber das Bollen proportional 
mit der (reellen) Zeit vor sich gehen soU, müssen irgend 
zwei Werte dieses Winkels ein reelles Verhältnis haben. 
Wir können also setzen 

17* 
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Damit gehen die Gleichungen (2) von 'Nt. 164 in folgende 
über 

1 y = (^ + » ^) sin(gi + i ^2)^ — ih + *^)sin((7i + iag)^, 

wo noch fa + igj(d, + id,) 

a = (Ti + t a^ = ^-q::^^r r 

gesetzt ist. Die Größen x , y in (29) müssen gemäß unserer 

.Forderung für beliebige Werte von e reell sein. Gleiches 

gilt von den Ableitungen nach e . Indem man insbesondere 

die imaginären Bestandteile von x, äyjdej d^xjde^, d^y/de^y 

sämtliche für e = , gleich Null setzt, ergeben sich zunächst 

vier notwendige Bedingungen: 

dg — Äg = , 

diQi + d^ Qi — h^o^ — h^o^ = f 
2 Äiffi^g + ^(^1 — d) — 2 Ä^aj 02 — h^ial — orl) = , 

- Äi(3(7?as, - o?) - ^2(0? - 3aial) = . 

Untersucht man diese Gleichungen näher, so findet man, 
daß sie auf folgende beide Annahmen führen: 

Entweder muß dg = Ä2 = ^2 = ^2 = sein ; das ist 
der Fall der gewöhnlichen Trochoidalen. Oder aber es ist 

(31) dl = — Äj , • da = Äg ; ffi = <Ti , Cg = — <^2 > 

so daß also d und % , sowie ? und a konjugiert imaginär 
sind. Die Einführung von d statt h und g statt a in die 
Gleichungen (29) ergibt nun 

cosci £ ch^a £ + 2 d2 sinq e shg^ £ y 



(30) 



{a?== 2dl CO 
y = 2diSi] 



(32) 

" ' sinq£ ch^s fi — 2 dg cos^j e shff2 ^ > 

d. i* eine reelle Parameterdarstellung. Die Bedingungen (30) 
sind also nicht bloß notwendig, sondern auch hinreichend. 
Aus (31) ist aber zu entnehmen, daß nicht irgend zwei 
komplexe Kreise mit beliebig komplexem h reelle Kurven 
ergeben. Schreibt man insbesondere die Bedingungen 
(7i = Ci, 02 = —^2 ^^> so ergeben sich die Gleichungen 

(33) I ^''■^^^^ + ^^2 ~ W + ^2)] + ff2(*i^2 - ^n) = » 
l ^i(^n - n^) + ^iiäiT, + d2r2 + (r? 4- rl)] = . 
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Die Bedingung der Vertragliclikeit liefert 

(34) 5? + dl = rJ + ri, 

was mit 

(34*) Bl + Rl + 2Biri + 2R^r^==^0 

äquivalent ist. Man kann also im Zusammenhalt mit (31) 
sagen : Wenn zwei Tcomplexe Kreise von den Radien R und r 
aufeinander rollen , so beschreibt ein vom Mittelpunkt des 
beweglichen Kreises um die homplexe Entfernung h ab- 
stehender PunM nur dann eine reelle Kurve, die »Pseudo- 
trochoide« heiß, wenn R + r,r und h denselben absoluten 
Betrag haben und außerdem h zu R + r Iconjugiert ist, 

188. Sind also vier Werte Ej, R^, r^, r^ gegeben, 
die (34 % befriedigen, so erhält man h^, ^2 aus (31). Die 
Gleichungen der Kurven hängen dann nur noch von dem 
Verhältnis ^2/^1 ^^1 ^^ durch eine der Gleichungen (33) 
gegeben wird. Man erhält z. B. aus der ersten den Wert 

^2/^1 == (-Bin + -B2 n)/(-B2 n - -Bi^) • 

Erweitert man diesen Bruch mit R^ und ersetzt im Nenner R\ 
durch den aus (34*) zu nehmenden Ausdruck, so scheidet 
sich der Faktor Rxri-\- R^r^ ab. Ähnlich könnte man 
den Bruch mit R^ erweitern; man erhält 

Setzt man g^e = m, also ^2 ^ == ^ ^ » so können wir die 
Gleichungen (32) in etwas anderer Form schreiben: 

( 07 = 2(R^ + ri)cosö>chi?d> + 2{B^ + n)sind>shi?d> , 
(36) \ 

\ y = 2(JBi + n) sinc5 chd c5 — 2(^2 + r^ cosd> shi? cb . 

Man bemerkt sofort, daß die Forderung ä = ±r den 
Gleichungen (31) und (34) nicht widerspricht. Es ist dann 
entweder JBi = 0, ^2 ^■"^ra, also B=iR^, r=r^—\iR^=h) 
das sind die Hyperzykloiden. Od«r es ist ^ = , Äj = — 2 r^ , 
also JB = Bj , r = — ^^1 + tr2 j das sind die Parazykloiden 
(Nr. 151). 

189. Die allgemeinen Gleichungen (36) wollen wir 
nicht diskutieren^*^). Aber außer den schon im vorigen 

**«) E. WöLPPiNG hat in dem zitier Jen Aufsatze "•) (S. 212) 
eine vollständige Klassifikation der Pseudotrochoiden gegeben. 
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Paragraphen behandelten Pseudozykloidalen werden wir 
hier noch die FäUe in Betracht zu ziehen haben, wo 
Ä = ±(Ä + ^) wird. Wir können sie folgerichtig »Pseudo- 
rhodoneen« nennen, da ihnen bei reelleti Kreisen die 
Bosenkurven entsprechen. Es wird auch nicht wunder- 
nehmen, wenn wir gleich sagen: Die Pseudorhodoneen sind 
die FußpunhtsTcurven der PaeudozyMoidalen in hezug auf 
den Mittelpunkt des festen Kreises. Indem wir den direkten 
Beweis übergehen, bemerken wir nur, daß wir natürb'ch, 
wenn wir von einer Erzeugung mittels eines Gelenk- 
parallelogrammes, aber mit lauter komplexen Elementen, 
ausgingen, auf dieselben Kurven (36) kämen. Infolgedessen 
müssen auch die Pseudotrochoiden zweierlei Erzeugungen 
haben. Aus demselben Grunde wird eine Sehi^e, deren 
Endpunkte auf einem Kreise mit verschiedenen, aber 
komplexen Geschwindigkeiten laufen, eine unter gewissen 
Bedingungen reelle Pseudozykloidale einhüllen und der 
Mittelpunkt der Sehne eine Pseudorhodonee als Fußpunkts- 
kurve beschreiben. 

Die beid<Bn verschiedenen Arten von Pseudorhodoneen, 
die für h = +{B + r) entstehen, müssen den beiden Arten 
von Pseudozykloidalen als Fußpunktskurven entsprechen. 
Es sei zunächst h = +{B-\-r)j so muß, da h zu B + r 
konjugiert ist, B^ + r^ = und h = h^ = B^+ru also reell 
sein. Die Gleichiyigen der Kurve sind 

(37) ar=2(jBi + ri)cosd>chi?d> , y = 2(Ei + ^i)sinc5chii>d> . 

Die Kurve geht also nicht reell durch den Anfangspunkt 
und ist infolgedessen zur Hyperzykloide, die keine Spitze 
hat, Fußpunktskurve. Da man* co als Polarwinkel be- 
trachten kann, ist ihre Polargleichung ^ = 2 (i^^ + rj) chii> d> , 
also von der Form 

(37*) ^ = achx ö = |a(e''^ + e"'^ . 

Sie kann demnach als E[issoide zweier kongruenten, sym- 
metrisch gelegenen, logärithmischen Spiralen betrachtet 
werden und wurde, da die Eadienvektoren addiert werden, 
als »Summenspirale« 141) bezeichnet (s. in Fig. 124, wo 
die beiden logarithmischen Spiralen angedeutet sind, die 
ausgezogene Kurve). 

*") H. DiTTBiOH, Die log, Spirale, Progr. Breslau 1872, S. 9. 
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Setzen wir ä = — (E + r) , so ^halten wir JB^ + ^i = 
und Ä = t Äg = —i {B^ + ra) , also rein imaginär. Die 
Gleichungen der zugehörigen Kurve sind 

(38) a? = 2(E2+r2)sind>shdd>, y ==-2(ie8+ra)cosö>shd(ö . 

Diese geht durch den Koordinatenanfangspunkt und ist 
Fußpunktskurve der Parazykloide. Ihre Polargleichung 
ist, wenn wir die negative y- Achse als Polarachse nehmen, 
Q = 2(jB2 + rg) shi? CO , also von der Form 

(38*) Q = aeiixe = ia{e''^ — e-«^ . 
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Flg. 124. 

Die Kurve ist also ebenfalls eine Kissoide derselben^zwei 
logarithmischen Spiralen, wird aber durch Subtraktionjder 
Eadienvektoren gebildet. Sie heißt daher »Differenzen - 
Spirale« (in Fig. 124 strichpunktiert wiedergegeben). ||^ 
190. Analog den Ährenkurven werden wir die In- 
versen der Pseudorhodoneen in bezug auf einen Kreis um 
den Anfangspunkt »Pseudoährenkurven« nennen. Die 
Inverse der Summenspirale, die nach einem früheren Satze 
zur Hyperzykloide polarreziprok ist, hat die Polargleichung 

(39) Q = a/ch« ö = 2 a/(6''^ + ö""^) . 

Diese Kurve heißt »Poinsotsche Spirale«. Poinsot 
stellte zuerst die Drehung eines Körpers um einen festen 
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Punkt durch das Abrollen zweier Kegel aufeinander dar***), 
genau wie man in der Ebene jede Bewegung durch das 
Abrollen zweier Kurven ersetzen kann. Bei diesem Ab- 
rollen der beiden Kegel dreht sich das TrägheitseUipsoid 
des Körpers nm den festen Punkt, indem es immer 
tangential zu einer gewissen invariablen Ebene bleibt. 
Die Kurve nun, die der Berührungspunkt auf dem Ellipsoid 
beschreibt, nannte Poinsot »Polhodie« (6 noXog, der Pol; 
'fj 6d6g, der Weg), den Ort des Berührungspunktes auf 
der Ebene »H^rpolhodie« {egnco, ich krieche). Zur Auf- 
stellung der Herpolhodie im allgemeinen Falle sind ellip- 
tische Funktionen nötig. In dem einen, elementar inte- 
grierbaren Falle ergibt sich die obige Kurve, die daher 
den angegebenen !N^amen erhielt. 

Indem wir dies nur referierend erwähnen, führen wir 
noch eine geometrische Erzeugung der Poinsot sehen Spirale 

an, die vielleicht neu ist. 
Wenn und ip Polarkoordi- 
naten auf der Kugel sind, 
die Länge und tp die Pol- 
distanz, so ist die Gleichung 
einer Loxodrome 

(40) xe==logtgiy;. 

Wir wollen deren Projek- 
tion auf die Äquatorebene 
bestimmen. Die Polar- 
koordinaten der Projek- 
tion des die Loxodrome 
beschreibenden Punktes P 
auf die Äquatorebene sind 
^'•- ^**' und ^ = r sin V , wenn 

r den Kugekadius be- 
deutet. Nun ergibt sich aus (40) tg^v^==6'*^, also 
sin v^ = 2 e^^Kl -[- e^"^ und die Polargleichung der gesuchten 
Projektion ist 

(41) ^ = 2 rlie*"^ + 6"'*^) == rjchn 6 , 

d. i. unsere Poinsotsche Spirale. Die Kurve ist in Fig. 125 
wiedergegeben. 

"•) Joum. de math. 15, 1851. 
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Die Inverse der Differenzenspirale, die Polarreziproke 
der Parazykloide, hat die Gleichung 

(42) Q = a/shx = 2 al{e*'^ - e-*"^ . 

An ihr sind, wie es scheint, bis jetzt keine bemerkens- 
werten geometrischen Eigenschaften entdeckt worden. Sie 
sieht ungefähr aus wie eine hyperbolische Spirale, nur 
daß sie sich dem asymptotischen Punkt viel rascher nähert. 

§ .26. Rollkurven verschiedener Art. 

191. Wir nannten die Kurve, welche ein Punkt einer 
Tangente einer Grundkurve beschreibt, wenn die Tangente 
an der Kurve abrollt, im besonderen Evolvente der Grund- 
kurve. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen, indem man 
von der Evolvente wieder die Evolvente, d. i. die zweite 
Evolvente der Grundkurve bildet, usw. So erhält man 
eine Folge von Kurven, die vor allem Interesse bieten, 
wenn die Grundkurve ein Kreis ist. Wir sprechen dann 
von »höheren Kreisevolventen«. Nach Nr. 81 lauten 
die Gleichungen, welche die Evolvente geben, wenn die 
Elemente der Grundkurve mit ^ , s , t bezeichnet werden, 

(1) «=/^dT, 8=f^dT=j{s-8o)dr , 

wobei dr = dr , während 8q durch den Anfangspunkt der 
Bogen bestimmt wird. Es sei auch daran erinnert, daß 
eine Beziehung zwischen Ä und t , oder 8 und t ebenfalls 
genügt, eine Kurve darzustellen, da wegen d8 = ^dr 
hieraus immer die Gleichung in ^ und « hergestellt werden 
kann. _ 

Ist nun durch ^ = üq der Grundkreis gegeben, so 
ist die Gleichung der ersten Evolvente ^^ = «o ^ + ^i > 
die der zweiten ^2 = i ^o ^^ + ^i ^ + ^2 j so daß man sofort 
erkennt, es wird die Gleichung der n^^ Evolvente des 
Kreises ^ = üq sein: 

(2) 'Ä„ = ^aoT« + -^j-^^aiT«-i+ ... +a„_iT + flt«. 
Hieraus erhält man ohne weiteres 

(2*) 8n=-^^j^aQT''+^+^a^T*'+.,.+^an-ir^+anr+an+i . 



266 ^* Abschnitt. Rouletten, insbes. zyklische Kunren. 191. 
Es ist daher aUgemein 

als Oleichiing einer n^^ Ereisevolyente aufzufassen. Der 
Badins des Omndkreises ist dann aQ = nlcQj während 
die anderen Ci davon abhängen, wo jedesmal die Abwick- 
lung begonnen wurde. 

Beginnt man die Abwicklung immer in der Spitze der 
ersten Evolvente, so können wir o^ = a und »1 = 02=... 
= ^11+ 1 = setzen, so daß die Gleichungen lauten 

(3) « = -V«t«, « = 7-^nr«t«+i. 

^ ' nl ' (n + 1) I 

Die Oleichung in ^, 9 wird also 

(3*) qin^l^t±^s-. 

Der Anfangspunkt ist hier ein höherer singulärer Punkt. 
Wir heißen die Kurven »Hauptevolventen« des Ejreises. 
Im allgemeinen Falle muß r aus (2) und (2*) eliminiert 
werden. Das kommt auf die Herstellung der Disknminante 
von (2*) hinaus, wenn man diese als eine algebraische 
Oleichung in r ansieht. Das Besultat ist eine Oleichung 
(n + 1)**' Ordnung in ^ und 8 j wo 8 allerdings nur bis 
zur n^^ Potenz vorkommen kann. Ihre Kenntnis ist zur 
Diskussion der Kurve nicht nötig. Wir sehen aus (2) 
sofort, daß jede n^ Kreisevolvente n Spitzen hat für die 
Werte von t, welche die rechte Seite von (2) ^um Ver- 
schwinden bringen. Diese sind sämtlich redl, wenn die 
Abwicklung immer in einem reellen Punkte begonnen 
wurde, d. h. wenn der beschreibende Punkt der abrollenden 
Geraden die Kurve ' in einem reellen Punkte traf (vgl. 
Nr. 81). Da man für gegebene Koeffizienten von (2) 
die Evolvente verhältnismäßig einfach angenähert zeichnen 
kann, läßt sich darauf ein Verfahren gründen, die Bealität 
der Wurzeln einer algebraischen Oleichung zu beurteilen^*'). 
Je größer t wird, desto mehr wächst 9 und 8; daher 



"») Dargelegt bei H. Onnen, Arch. N^erl. 10, 1875, 861—379. 
— feuerst betrachtet wurden die höheren Kreisevolventen von 
DU Bois-Aymä (1809), Whbwkll (Phil. Mag. (4) 36, 1868; PJroc. Lond. 
Math. S. 2, 1869). Vgl. auch Cübban Shabp (Mess. Math. 9, 1880). 
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haben auch die höheren Kreisevolventen, was ja schon 
ans der Erzeugung hervorgeht, den Charakter von Spiralen. 
192. Wir wollen nun den Fußpunktskurven der 
höheren Kreisevolventen unsere Aufmerksamkeit schenken. 
Dazu ist nötig, zuerst für diese eine Darstellung in recht- 
winkligen Koordinaten zu geben. Eine solche bekommt 
man aus (2^) mittels der Gleichungen 

X =/ÄcoSTd[T , y =j^Binrdr . 

Sie wird von der Form 

(4) X = /(t) cost — /'(t) sinr j y = /(t) sinr + /'(t) cost , 
wo 

(5) /(t) = fto^** + h^""-' + . . . + 6n-lT + K , 

also eine ganze rationale Funktion n*®' Ordg. von t ist. 
Dabei bestehen zwischen den bi und Ci Gleichungen der Art 

hn + 2 fcn-2 = Cn, h+ ^(^ — 1)^0 = «2 
*n-l + 6&n-3 = On-1 7 &1 = <1 
fc^ = Co . 

Man erhält allgemein aus (4) 

(6) dx = ^{f{r)+r{r))8mr, dy == if{r) + f {r)) eoBr , 

woraus in der Tat eine Gleichung von der Form 

(2t) dsidr = « = /(t> + r (t) = (p{r) 

hervorgeht. 

Um nun die Fußpunktskurven der höheren Kreis- 
evolventen in bezug auf den Anfangspunkt des in (4) be- 
nützten Koordinatensystems zu finden, hat man, wenn 
f, 1] laufende Koordinaten sind, den Ort des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden tjdx — Säy = ydx — xdy und 
f]dy + Sdx = zu bestimmen. Man erhält 

/«x I V{d(xi^ + dy^) = {ydx — xdy)dx , 

I ^(dx^ + dy^) = —{ydx — xdy)dy . 

In Polarkoordinaten ist 

Q^ = ri^ -\- P = {ydx — X dyYl{dx^ + dy^) . 

STunhatmanydo?— a?d[y = — /(T)9?(T)d[T, dx^-\-dy^=(p(xYdx^^ 
also Q =f{r) . Da ferner i;/f = —dxjdy , so kann t, nach- 
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dem man die Achsen vertauscht und den Sinn auf der 
07- Achse umgekehrt hat, als Polarwinkel 6 gelten. Also 
ist die Gleichung der gesuchten Fußpunktskurven 

All diese Kurven sind Spiralen, die den Anfangspunkt als 
n-fachen Punkt haben. Der Anfangspunkt ist aber nichts 
anderes als der Mittelpunkt des Grundkreises unserer 
Kreisevolventen. Dies beweist man in folgender Weise. 
Zieht man von einem Kurvenpunkt aus die Folge 

der Krümmungsradien Ä« j ^n-i > • • • j ^i > ^ > deren jeder 
auf dem vorhergehenden im Endpunkt senkrecht steht 
und legt durch den Mittelpunkt des Grundkreises ein 
Koordinatensystem parallel zu dem System der Tangente 
und !Normale des Kurvenpunktes, so sieht man gleich, 
daß auf diese Achsen bezogen, der Kurvenpunkt die 
Koordinaten hat 

1 yo = «n - «n-2 + ««:4 - • • • '^) • 

Da aber 

^ =/W +/" W , ^ =/(»-«)(t) +/")(r) , 
««-1 =/» +/"W , «1 =/(»-^)(r) , 

•.• • • ^=/"H^). 

SO wird 

(10) xo =r(r) , y, =/(t) . 

Dreht man nun das Koordinatensystem um den Winkel r , 
so ergeben sich für den Kurvenpunkt nach Vertauschung 
der Achsen die Koordinatenwerte (4). Demnach stimmt 
der Anfangspunkt von (4) mit dem Mittelpunkt des Grund- 
kreises überein und wir können sagen: Die FußpunJcts- 
Icurven der höheren Kreisevolventen sind algebraische Spiralen 
von der Gleichungsform (8). 

***) Im allgemeinen ist für eine beliebige Kurve die Folge 
der Krümmungsradien der sukzessiven Evoluten unendlich. Wenn 
aber die Beihen (9) konvergieren, so reduzieren sich die Evoluten 
schließlich auf den Punkt (x^ , y^ , auf den zuerst Tihmbbmanns 
auftnerksam gemacht hat (Möm. Soc. Lille 6, 1828/9). Auch dann 
ist natürlich die Lage des Punktes von der Wahl des Ausgangs- 
punktes unabhängig. 



193. 



§ 26. Rollkurven verschiedener Art. 



269 



193. Aus den allgemeinen Gleichungen (4), (5) und 
(8) geht für n = 1 die gewöhnliche Kxeisevolvente und 
die Archimedische Spirale als Pußpunktskurve hervor. 
Eollt die gewöhnliche Kreisevolvente auf einer Geraden, 
so ist die Mannheim sehe Kurve sowohl, als auch der Ort 
des Grundkreismittelpunktes eine Parabel mit der Geraden 
als Achse (vgl. N'r. 162). Wir wollen nun die entsprechenden 
Kurven auch für die höheren Kreisevolventen angeben. 

Die Mannheim sehe Kurve erhält man einfach, indem 
man in den Gleichungen (2) Ä = y , s = x setzt. Sie ist 
also durch zwei Gleichungen der Form gegeben 



(11) 



a? = ^^j7YOoT'»+l + — CiT«+... + |C„_iT2 + CnT + C„+i, 



y = CoT'» + CiT'*-l+ ... +Cn-iT + Cn, 




Fla.<126. 

d. h. eine rationale algebraische Kurve (n + l)*®** Ordnung 
von der speziellen Art, die A. v. Brill als »rational-ganz« 
bezeichnet hat^*^), wo also die N'enner in den Ausdrücken 
für X und y gleich 1 sind. Auf der a?- Achse haben diese 
Kurven im Unendlichen eine höhere Singularität. 

Um den Ort des Mittelpunktes des Grundkreises 
zu bestimmen, wenn die Kurve auf einer Geraden rollt, 
bemerken wir, daß in Fig. 126 nach einer Drehung um 



145 



) Math. Ann. 16, 1880, 348—408, bes. § 1. 
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den Winkel dt die Dreiecke mit den Katheten Xqj y^ 
und äx^ dy ähnlich sind, so daß dxjy^^OO'lOM 
= sin(d[r) = ÖT und dyjxo^^ OO'IOM = dr wird. Wir 
haben also die Differentialgleichungen 

(12) ^ = (lT, ^ = dT 

zu lösen, um den Ort von zu bestimmen, wobei Xq , y^ 
in Funktion von t (oder s) gegeben sein müssen. Dies 
ist hier der Fall. Wir erhalten, da y^ =/(t), Xq =/'(t) 

(13) 1 ^ = //W*^ = ;ril*o'^"-'' + ^6iT'*+... + 6«T + ftn^i, 

also Kurven von genau demselben Charakter wie die 
Mannheim sehen Kurven. Die Koeffizienten hi sind von 
den Oi in der in 'Nt. 192 angegebenen Weise abhängig. 

Für n = 1 ergibt sich aus (11) und (13) eine Parabel 
in* der angegebenen Lage. Der unendlich ferne Punkt der 
d7- Achse ist hier auf der unendlich fernen Geraden einfacher 
Berührungspunkt. 

194. Von den höheren Kreisevolventen ist eine spezielle 
Gegenstand mehrerer Betrachtungen geworden. Dies ver- 
dankt sie dem Umstand, daß ihr Radiusvektor immer gleich 
dem Krümmungsradius ist. Der Pol ist dabei der Mittel- 
punkt des Grundkreises. Weil nach. (4) q^ =/(t)^ +/'(^)^> 
während ^=f-\-f\ so ist sie durch die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung definiert 

(14) f^^2fr+r^. 

Da wir schon wissen, daß / eine ganze Funktion von r 
sein muß, können wir die direkte Lösung dieser Gleichung 
erübrigen. Wir bemerken auch gleich, daß / mindestens 
quadratisch in t sein muß, weil sonst f^ verschwände, und 
sehen femer, daß es höchstens quadratisch sein kann. Denn 
andernfalls enthielte auch f^ das t noch und Gleichung (14) 
lieferte mehr Bedingungsgleichungen, als Koeffizienten ver- 
fügbar sind. Wir setzen also / = a r^ + 6 t , wo wir eine 
weitere Konstante weglassen können, /' = 2 ar + &»/''== 2 a , 
so daß Ä = ar^ + & T + 2 a . Die. Gleichung (14) liefert 
fc = 2 a , also wird 

(15) « = a + a(T + 1)2 . 
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Hieraus erhält man dr/d^ = (Ä — a)~^J2'{ä , also 



dB = 



2ya(« — a) ' 
und schließlich 

(^^) ' = — 3— [^— ^— 

als natürliche Gleichung der Kurve. Sie ist eine zweite 
Kreisevolvente und heißt »Sturmsche Spirale«, da 
Oh. Stürm in seinem Cours d^ Analyse (1857) zuerst auf 
die der Bedingung q = ^ genügende Kurve, d. i. unsere 
Spirale, hinwies 1*^). Die Eigenschaft ist für sie charak- 
teristisch, denn die direkte Behandlung der Differential- 
gleichung, zu der q = ^ führt, ergibt genau dieselbe Kurve. 

Die Spitzen der Sturmschen Spirale sind beide imaginär; 
es ist für sie nämlich t = —1 + i, » =+f at. Ihr Aus- 
sehen wird also ungefähr das einer Differenzenspirale sein 
(Fig. 124, strichpunktiert). Da wir weiter unten von den 
algebraischen Spiralen im Zusammenhange sprechen, lassen 
wir die Fußpunktskurve der Sturmschen Spirale einstweilen 
beiseite und sehen zunächst, was aus der Mannheimschen 
Kurve wird. Diese hat die Gleichung 9aa?*==(y -|-2a)2 (y — a) 
oder, wenn man y + 2a = i/ setzt, y' — 3 a{i/^ -f- 3 a?*) = . 
Sie ist also eine Kubik mit isoliertem Punkte in d? = , 
y == —2 a ; der unendlich ferne Punkt der a?- Achse ist Wende- 
punkt mit der unendlich fernen Geraden als Tangente. 

Interessanter ist der Ort des Grundkreismittelpunk- 
tes. Wir haben für diesen y = ax^ + 2ax . Daraus wird 

dx = dyl2^a{y -f a) , also 

x=fydx=^I^M=. 

Die Integration ergibt schließlich als Gleichung des ge- 
suchten Ortes 

(17) 9aa?2 = (y + a)(y-2a)2. 

Setzen wir hier y — 2 a = y , so wird die Gleichung 

^^^ Später beschäftigten sieh mit ihr Stlybsteb (Phil. mag. 
(4) 36; 1868 ; Proo. London Math. S. 2, 1869) und 0. Sohlömiloh 
(Zeitschr. Math. 14, 1869). 
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y' + 3 a(y* — 3 a?*) == . Das ist demnach eine Tschirn- 
hausensche Kubik (Nr. 34:)^^'^). 

195. Wir gebrauchten im obigen des öfteren den Aus- 
druck »Spirale«, ohne ihn mathematisch zu definieren. 
!Nach dem gemeinen Sprachgebrauche bezeichnet Spirale 
eine Linie, die mehrere Windungen um einen Punkt macht. 
Becht viel besser können wir das auch nicht ausdrucken ; 
nur setzt man gewöhnhch die Zahl der Windungen als un- 
endlich groß voraus. Da aber die Benennungen der Kurven 
nur zum Teil auf systematischer Grundlage beruhen, zu 
allermeist historischen oder auch zufälligen Ursachen ent- 
springen, wird die Bezeichnung Spirale nicht auf alle Kurven 
solcher Art angewendet. Hier wollen wir nur noch einige 
von den Spiralen betrachten, die durch eine algebraische 
Gleichung zwischen q und 6 gegeben sind und die man 
daher füglich »algebraische Spiralen« nennen kann. 
Die Pußpünktskurven der höheren Kreisevolventen mit 
der Gleichungsform q =/„(ö), wo /» eine ganze Funktion 
n**' Ordg. von 6 ist, bilden dann eine Unterabteilung 
dieser Familie. 

Ist n = 1 , so ergibt sich die Archimedische Spirale. 
Für n = 2 hat man ^ = fc^ ö* -f fe^ ö + &2 • Durch Drehung 
der Polarachse läßt sich diese immer auf die Form bringen 

(18) Q=^a9^-l. 

Auf eine Spirale dieser Art stieß schon Gaulei nach dem 
Zeugnis von Fermat^^^)^ ^q^ sie daher »Galileische Spirale« 
nennt. Sie hat einen Doppelpunkt im Anfangspunkte mit 

den Tangentenrichtungen 9 = +'(Tja , der für Z = in eine 
Spitze übergeht. Von dieser Grundform, die die Gleichung hat 

(19) Q = ae^, 

sind alle Galileischen Spiralen Konchoiden. Der Doppel- 
punkt ist aber nur für positive Werte von l ein Knoten. 
In Fig. 127 ist (19) stark, (18) leicht ausgezogen dar- 
gestellt. 



^^^ Diesen Satz^ sowie die vorhergehenden allgemeineren 
Xiber höhere Elreisevolventen stellte der Verfasser auf im Arch. 
Math. (3) 11, 1907, 311/13. 

"•) Oeuvres, t H, S. 12. 
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Die Spirale (19) können wir auf zweierlei Arten mit 
der Archimedisclien Spirale in Beziehung setzen. Betrachten 
wir allgemeiner eine Spirale von der Gleichungsform 

(20) Q^aO'^, 

so erhalten wir für die Längen q^ und Qt der Polarsubnormale 
und Polarsubtangente die Werte 

(21) Qn = ame^-^, g, = ±0^+^. 




Fig. 127. 

Die Endpunkte der Polarsubnormale und -tangente be- 
schreiben also, wenn der Punkt sich längs der Kurve (20) 
bewegt, Kurven (21) derselben Art. So ist die spezielle 
Oalileische Spirale (19) der Ort für den Endpunkt der Polar- 
suhtangente einer Archimedischen Spirale, während anderer- 
seits der Ort für den Endpunkt der Polarsuhnormale jeder 
Oalileischen Spirale [(19) oder (18)] eine Archimedische Spi- 
rale ist. 

Wir können ferner behaupten: Die FußpunTctsJcurve 
jeder zweiten Kreisevolvente ist eine Oalileische Spirale. Ins- 
besondere entspricht der Sturmschen Spirale als Fußpunkts- 
kurve die Kurve ^ = aö^ + 2aö,die sich in der Form 

WiBLEiTMEB, Spezielle ebene Kurven. 18 
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Q = ad>^ — a schreiben läßt (d> = ö + 1) , also eine Gali- 
leische Spirale mit einem Knoten, dessen Tangenten den 
Winkel 2 (= 114^® ca.) miteinander bilden. 

196. Wenn wir in Gleichung (20) von der Beschrän- 
kung absehen, daß m eine positive ganze Zahl sei, so er- 
geben sich andere algebraische Spiralen, von denen auch 

einige von Interesse sind. Zu- 
nächst sei m negativ ganzzahlig. 
Die Spiralen 

(22) 




WO jetzt m wieder positiv ganz 
genommen werden möge, sind 
dann die Inversen der Spiralen 
(20), also die Polarreziproken zu 
den Hauptevolventen des Kreises. 
Wir sehen unter ihnen für m = 1 
die hyperbolische Spirale, für 
m = 2 die Inverse von (19). 
Diese verhält sich im Unend- 
lichen wie die Parabel y^ = ax 
und hat den Anfangspunkt als 
doppelten asymptotischen Punkt, 
dem sie sich sehr rasch nähert 
(Fig. 128). 

Lassen wir ferner in der 
Gleichung (20) w auch gebro- 
chene Werte annehmen, so wird durch diese Gleichung 
eine Familie von Kurven dargestellt, die man als »höhere 
parabolische bzw. hyperbolische Spiralen« bezeichnen 
kann^*®*). Besonders betrachten wir noch die Kurve 
für w = ^ , ihre Konchoide und ihre Inverse (m == — ^) . 
Die Spirale 

(23) Q = aß oder Q^^a^O 

heißt »Fermatsche Spirale« ^*^). Jedem positiven Werte 
von 6 entsprechen zwei gleiche und entgegengesetzte Werte 
von Q. Der Anfangspunkt ist also ein Mittelpunkt der 
Kurve; die zwei Zweige, die sich in ihm vereinigen, stoßen 

148a) Ygi^ j^ SoBOTKA, Stzgsb. böhm. Ges. Prag 1898. 
"•) Oeuvres, t. II, 12/14; t. IH, 277/8. 
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mit einem Wendepunkte aneinander. Jeder Zweig macht 
iinendlich viele Windungen um den Pol, die sich schließ- 
lich ins Unendliche erstrecken. Gegenüber allen bisher 
betrachteten Spiralen haben die Windungen der Fermat- 
schen Spirale aber die Eigentümlichkeit, immer enger zu 
werden, je weiter hinaus sie sich erstrecken. Denn eine 
Windungsbreite ist, auf dem Eadiusvektor gemessen, 

h = a(yö + 2 71 — '^6) ; diese Größe nimmt aber mit wach* 
sendem 6 ab, wie der Differentialquotient zeigt. Übri* 
gens ist 6 die Windungsbfeite für den einen Zweig; da 
der zweite Zweig, aber immer zwischen den Windungen 




Flg. 129. 

des ersten verläuft, ist die eigentliche Windungsbreite 

y = a{^6 + n — yö) , diese nimmt natürlich in gleicher 
Weise ab. Die Spirale ist durch Fig. 129 wiedergegeben. 
Die Konchoide der Fermatschen Spirale mit der 
Gleichung 

(24) q^afe^l oder (^-Z)2 = a2ö 

nannte Jak. Bebnoumj: i^^) »parabolische Spirale«. Diese 
hat eine eigentümliche Form; der Zweig nämlich, dem 
das negative Vorzeichen der^ Wurzel entspricht, bildet 

"«) Act. Ei-ud. Jan. 1691 = O^^a, 1. 1, 431. 

18* 
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mit sich selbst und mit dem andern Zweige unendlich 

viele Doppelpunkte, die 
scheinbar regellos, wenig- 
stens unsymmetrisch ver- 
teilt sind ^^^). Außerdem 
hat die Kurve einen Wende- 
punkt. Die Bedingung für 
die Existenz eines solchen 
ergibt die Gleichung 5. Gra- 
des in g 

Diese hat aber nur eine 
reelle Lösung, die, wie man 
sofort sieht, zwischen und l liegt. Für 1 = trennt sich 
in der Tat die Wurzel ^ = ab, während die 4 andern 
imaginär sind. Alles übrige mag sich der Leser aus (24) 
und der Fig. 130 selbst ableiten. 

197. Wir erwähnten oben, daß auch noch die Inverse 
der Fermatschen Spirale von Interesse sei. Sie hat die 
Gleichung 

(25) Q = aliÖ oder q^O 




Flg. 180. 



2 



a 



und heißt nach Ootes »Lituus« (= Krummstab), da ihr 
einer Zweig, den man früher allein betrachtete, in der 
Tat mit einem Bischofestäb verglichen werden kann (vgl, 
Fig. 131). Wir sehen aber aus (25), daß für jedes posi- 
tive zwei entgegengesetzte gleiche Werte von q hervor- 
gehen, so daß der Anfangspunkt Mittelpunkt ist. Gleich- 
zeitig ist er aber auch doppelter asymptotischer Punkt; 
denn für wachsendes 6 nimmt q immer mehr und schließ- 
lich bis zu N'ull ab für ö = cx> . Für ö = ist ^ = ±oo , 
aber die Polarsubtangente gleich !Null; also ist die Polar- 
achse selbst Asymptote an beide Zweige. Aus dem bis- 
herigen ist klar, daß jeder Zweig einen Wendepunkt haben 
muß. In der Tat gibt die Bedingung hierfür ö* = -J^ ; die 



***) Genaueres über die Verteilung enthält das Schriftchen 
von G. D. E. Wbyer „ Über die parabolische Spirale**, Kiel (Lipsius 
und Tischer) 1894, 36 S. gr. 8^ 



197, 198. 



§ 26. Rollkurven verschiedener Art. 



277 



reellen Wendepunkte haben also die Koordinaten ö = ^ , 

Ans der geometrischen Deutung der Gleichung (25) 
ergibt sich sofort folgende Erzeugung des Lituus: Hat 
man ein System Jconzentrischer Kreise 
und eine Gerade durch den gemeinsamen 
Mittelpunictj und läßt man diese Gerade 
sich um den Mittelpunkt drehen^ dabei 
auf jedem Kreise den PunM P anmer- 
kend, wo der überstrichene Sektor einen 
konstanten Wert (\a^) erreicht, so ist 
der Ort dieser Punkte P ein Lituus, 
Ferner ist der Lituus, wie aus den 
Formeln (21) hervorgeht, der Ort für 
den Endpunkt der Polarsubnormale bei 
der Fermatschen Spirale; andererseits 
ist der Ort für den Bndpunkt der Polar- 
subtangente beim Lituus eine Fermat- 
sehe Spirale. Die JS'ormale (oder Tan- 
gente) konstruiert man beim Lituus wie 
bei allen Kurven (20), indem man die 
Polarsubnormale (oder -tangente) durch 
Q ausdrückt. 

198. Wendet man auf den Lituus 
dieselbe Konstruktion an, die von der 
hyperbolischen Spirale zur Kochleoide 
führte, so ergibt sich die Kurve 



(26) 



asind 
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die den Ort für die Endpunkte derjenigen Bogen in dem 
der Kochleoide zugrunde liegenden Kreisbüschel darstellt, 
denen gleiche Sektoren enfeprechen. Sie ist, wie es scheint, 
noch nie untersucht worden und wir geben daher wenig- 
stens ihre Form (Fig. 132). • 

Wie die Archimedische Spirale, so können alle algebra- 
ischen Spiralen, insbesondere alle parabolischen oder hyper- 
bolischen Spiralen, aufgefaßt werden als Orthogonalprojek- 
tionen des Durchschnittes einer gewöhnlichen Schrauben- 
flache mit einer geeigneten Eotationsfläche auf eine 2ur 
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Schraubenachse senkrechte Ebene. Denn haben die beiden 
Flächen die Gleichungen 



« = c-arctg^, 1x^ + y^=f{z) , 

sc 

so ist die Gleichung der genannten Projektion 

ySH=lr^=/(o-arctgf), 
oder in Polarkoordinaten 

wo c auch gleich 1 gesetzt werden kann. Für die Archi- 
medische Spirale q = aO ergibt sich als Meridiankurve der 

Eotationsfläche wirklich die 
Gerade cx^az, für die hy- 
perbolische Spirale q = a/d 
die Hyperbel xz = acj für die 

Fermatsche Spirale g = a^d 
die Parabel cx^ = a^z, für 

den Lituus q = aj^d die 
Kubik x^z = a^c usw. 

199. !Nachdem wir die 
Bollkurven der Kreise und 
Geraden untersucht haben, 
liegt es nahe, nach den Kur- 
ven zu fragen, die erzeugt werden, wenn ein Kegelschnitt auf 
einer Geraden rollt. Es ist aber klar, daß hier die Verhält- 
nisse gleich wesentlich komplizierter werden, da die Eekti- 
fikation, wenigstens der Mittelpunktkegelschnitte, elliptische 
Integrale erfordert. Doch lassen sich die interessantesten 
Eollkurven, die hier auftreten — sie werden durch die 
Brennpunkte beschrieben — mittels natürlicher Koordi- 
naten noch recht übersichtlich behandeln. 

Um die natürliche Gleichung der Kurve aufzustellen, 
welche ein Brennpunkt F einer Ellipse mit den Halb- 
achsen a, h beschreibt, wenn diese auf einer Geraden 
rollt, haben wir uns der Gleichungen (5) und (9) in Nr. 127 
zu bedienen, wobei wir die Elemente für die Ellipse aus 
Fr. 126 entnehmen. Sind diese ^, 5, die der Bollkurve 
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Ä , » , die Polarkoordinaten von F in bezug auf den momen- 



also 


1 1 


«sinö 1 2 a — e 


1 

a 


1 


(27) 











Läßt man also die entstandene Kurve um die Gerade als 
Achse rotieren, so entsteht eine Rotationsfläche, deren mittlere 
Krümmung konstant (= 1/2 a) ist. Indem Ch. Delaünay 
Eotationsflächen dieser Art zu bestimmen suchte, kam er 
auf die in Eede stehenden Kurven ^02)^ ^e man daher heute 
meist »Delaunaysche Kurven« nennt. Dabei sei gleich 
bemerkt, daß die ganze Untersuchung mit kleinen Ände- 
rungen auch für eine roUende Hyperbel gut. In den bisher 
angeschriebenen Gleichungen ist dann nur q mit negativem 
Zeichen zu nehmen. 

Unter Benutzung der natürlichen Gleichung des Kegel- 
schnittes erhalten wir ferner für die Eollkurve 

. ^ ^ . abgd^ 



=/* '-' -/; 



3 ^i[{a b S)* — 5«] [a« — (j b ^)*] ' 
Nun ist aber {a b ^)i = Q{2a — q), hieraus 

Ä« = 3(a — Q)iQ(2a — Q)dQlah 
und folglich nach einer kleinen Eechnung 

(28) s = f ab dg ^ /* ab dg 

WO e die numerische Exzentrizität {=^a^ — h^ja) des 
Kegelschnittes bedeutet. Die Gleichungen (27) und (28) 
liefern eine Parameterdarstellung der gesuchten Kurve in 
natürlichen Koordinaten. Wollen wir die Gleichung in 
Ä , s selbst, so müssen wir aus (27) q = a Ä/(Ä — a) und 
dg = --a^d^K^ — a)^ in (28) einsetzen. Das ergibt schließ - 

^5*) J. de math. (1) 6, 1841, 309-315. 
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lieh, wobei das Vorzeiehen der Quadratwurzel immer un- 
berüeksiehtigt bleiben kann, 

(29) 8 ^ f "^^^ 

^ ^ J (« — 2 a) Ve*(^ — a)' — «* * 

Da diese Integration ausführbar ist, erhalten wir die natür- 
liche Gleichung einer Delaunayschen Kurve in endlicher 
Form. Diese stellt sich am besten dar, wenn man sie 
nach ^ auflöst und lautet 

(29») ^^^. l-2.cos(./a) + «\ 

^ ' s{e — cos(«/a)) 

200. Der Leser überzeuge sich nun zunächst, daß man 
die Gleichung in derselben Form schreiben kann, wenn man 
eine Hyperbel als rollende Kurve zugrunde legt. Die beiden 
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Fälle werden in (29*) durch die Größe von e unterschieden. 
Es ist auch sofort zu ersehen, daß die Kurve (29*) für 
c < 1 (Ellipse) und c > 1 (Hyperbel) ganz verschiedene Ge- 
stalt haben muß, da für £ > 1 der !Nenner nicht mehr ver- 
schwinden kann, also keine Wendepunkte auftreten können, 
während f ür c < 1 überall, wo cos(«/a) = e ist, die Krüm- 
mung das Vorzeichen wechselt. Wir erhalten so zweierlei 
Formen, die den gestreckten und verschlungenen Trochoiden 
ähneln. Diese sind durch die Kurven in Fig. 133 und 134 
gegeben. Indem man mit (29*) noch die Variation von d 
und y = Q&inO betrachtet, ist eine Diskussion der Kurven 
auch in Eücksicht auf ihre Lage znr festen Geraden nicht 
schwierig. Wir unterlassen sie hier, da die Erzeugung 
selbst genug Anhaltspunkte bietet. 

Zwischen den beiden Formen steht auch hier eine 
solche mit lauter Spitzen, allerdings eine ausgeartete. Denn 
für c = l wird (29*) zu dem Kreise ^ = 2a, den man 
sich nur unendlich oft nebeneinander gereiht zu denken 
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hat, um die in Bede stehende Zwischenform (samt ihrer 
Spiegelung an der festen Geraden) zu erhalten. Der Über- 
gang von der Ellipse zur Hyperbel geschieht ja bei unserer 
Annahme, wo a konstant oder wenigstens endlich bleibt 
und e sich verändert, nicht durch die Parabel, sondern 
durch eine unendlich flache Ellipse, also eine Strecke von 
der Länge 2a, die in der Tat beim Abrollen ein System 
von aneinanderschließenden Halbkreisen erzeugt. 




Flg. 1S4. 



201. Es muß aber auch eine eigentliche Kurve geben, 
die als zwischen den beiden Arten von Delaunayschen 
Kurven stehend betrachtet werden kann, die Ortslinie des 
Brennpunktes einer abrollenden Parabel. 

Um diesen Übergang zu bewerkstelligen, gehen wir 
am besten von (28) aus, das erste dort gegebene Integral 

benutzend. Wir dividieren Zähler und Nenner mit a^a , 
lassen a und & unendlich werden, so daß aber lim&^/a = q 
(endlich) bleibt. Das Integral wird dann 



8 



=*H 



dg 



y2 



= iVg(2e-3) , 



und da aus (27) för unseren Fall 
(30) « e 
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folgt, 80 ist die natürliche Gleichung der fragUchen Kurve 

(31) S-| + p, 

WO wir nur p = — ig gesetzt haben. Diese Kurve nennt 
man 'Kettenlinie (Oatenaria) « ; denn in dei analy- 
tischen Mechanik wird gezeigt, daß eine an zwei Enden 
aufgehängte homogene Kette (Faden) die Form dieser 
Linie annimmt "•*). Über die Form selbst ist zuvör- 
derst zu bemerken, daß alle Kettenlinien ähnliche Kurven 
sind. Dies geht schon aus unserer Erzeugung hervor, da 
alle Parabeln ähnlich sind; man sieht es aber auch aus 
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Gleichung (31), denn die Substitution Ä = x'Ä', « = ««' 
ist mit der Substitution p = p'/" gleichwertig. Die Bogen 
sind in (31) vom tiefsten Punkte aus gezählt, für den Ä 
das Minimum p hat. Für den Tangentenwinkel hat man 
dT = fdaj'S, also wenn man im tie&ten Punkte t=ö nimmt, 

(32) T = arc tg - oder s = p tgi . 



'") Gaulbi noch hielt die Kurve ftlr eine Parabel. Die Frage 
wurde von. Jak. BBatioDi.Li öffentlich aufgeworfen und fast gleich- 
zeitig von HuTGBHS, Lbibniz und JoH. BEBtiom,!,! gelöst (Act. Erud. 
1690 ff.). 
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Diese Eigenschaft charakterisiert die Kettenlinie, ebenso 
wie die durch Gleichung (30) gegebene. Aus ihr sieht man 
in Verbindung mit (31), daß mit wachsendem 8 nach 
beiderlei Eichtung die Kurve immeir flacher werdend sich 
schließlich senkrecht zur Tangente im Scheitel stellt (s. die 
stark ausgezogene Kurve in Fig. 135). Die Mannheimsche 
Kurve ist eine Parabel, deren Parameter ^ des Parameters 
derjenigen Parabel ist, die der Erzeugung zugrunde liegt; 
ihre Achse steht senkrecht zu der Geraden, auf der man 
die Kettenlinie muß rollend denken (vgl. die Mannheimsche 
Kurve der Kreisevolvente in Nr. 162). 

202« Auch die Gleichung der Kettenlinie in recht- 
winkligen Koordinaten ist von einfacher Gestalt. Aus 
dx = d8COBr erhält man sofort 

a^^plogt±I^L±Pl oder e^ = i(« +y^M^) , 
aus dy =ä«sinT ebenso 

Die Elimination von 8 bewerkstelligt man am einfachsten, 
indem man noch bildet 

e'^^ji-s + ys^ + p^), 
wonach sich sofort 

(33) y=.^(eJ + e'f) = pchf 

als kartesische Gleichung ergibt. Man erhält also eine 
Kettenlinie, wenn man zu den Ordinateif der beiden »Ex- 
ponentialkurven« (»logarithmischen Linien«) y=:p^lp 
und y = pe-^fP das arithmetische Mittel nimmt (Fig. 135). 
Da für die Exponentialkurven die Subtangente {BQ) kon- 
stant und zwar gleich p ist, die Tangenten dreier ent- 
sprechenden Punkte ^1 , ^2 ) ^ ^^^ beiden Exponential- 
kurven und der Kettenlinie aber durch einen Punkt A 
laufen, kann inan an die Kettenlinie die Tangente ziehen, 
wenn etwa die Exponentialkurven gezeichnet vorliegen. 

Zusätze. 1. Nach dem Obigen sind auch alle Exponential- 
kurven ähnlich. Man kann in der Tat jede Gleichung ^ = a ß^l^ 
auf die Form y==a e^lP und durch Parallel verschieben der y- Achse 
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auf die Form y = p e^^^ bringen. Für den Krümmungsradius der 
Exponentialkurve erhält man ^ = p/cos' t sin r = JBP/cost sin t 
= SP/Bint = MP, womit seine Konstruktion gegeben ist. Für 
die Fläche der Exponentialkurve zwischen der Asymptote (x- Achse) 
und zwei Ordinaten ergibt sich f = p(y — ^o)» ^^ ^^ Fläche 
zwischen Kurve , Asymptote und einer Ordinate also fQ=py» 
Da aber A FR Q = ipy f so halbiert die Tangente PM immer 
die Fläche zwischen Kurve, Asymptote und Ordinate. 

2, Die Fläche f^ , die zwischen der Symmetrieachse der 
Kettenlinie und einer dazu Parallelen, der x- Achse und dem zu- 
gehörigen Bogen 8 liegt, ergibt sich als f^^pa, wächst also 
proportional mit dem Bogen. 

203. Indem wir uns vorbehalten, auf Kurven, die 
mit den »elliptisclien und hyperbolischen Kettenlinien«, 
wie die Delaunay sehen Kurven auch genannt wurden i^*), 
zusammenhängen, gleich nachher zurückzukommen, wollen 
wir hier noch einige, die von der gemeinen (parabolischen) 
Kettenlinie ausgehen, besprechen. 

Zunächst seien einige Verallgemeinerungen der Ketten- 
linie besprochen. Diese teilen sich in zwei Familien. Die 
einen entsprechen einer Verallgemeinerung der kartesischen, 
die andern einer solchen der natürlichen Gleichung. Die 
Gleichung der Kettenünie in rechtwinkligen Koordinaten 
ist eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung 
d^yjdx^ = y/p* . Die Kurven, die der allgemeinen Lösung 
dieser Differentialgleichung 

(34) y = a&'lP + he-'lP 

entsprechen, sind daher die nächstliegenden Verallgemeine- 
rungen der Kettenlinie. Es sind das Kurven von geringem 
mathematischen Interesse. Sie finden aber im Baufache 
Anwendung und wurden »Klinoiden« \**) {xXivo), ich neige) 
genannt, im Falle & = a (=^p) »Gewölbelinien« *^*). Über 
ihre Konstruktion und die der Tangente ist dasselbe zu 
sagen, wie oben bei der Kettenlinie. Die beiden zugrunde 
liegenden Exponentialkurven sind kongruent (mit der Sub- 
tangente p), nur ihre Lage zur y-Achse ist verschieden; 
sie schneiden auf dieser bzw. die Stücke a und h ab. 



"*) Von LiNDKLöF (M^m. Soc. Sc. Finl. 1868). 
^*') HEiNZBBLiNe, Zeitschr. f. Bauwesen, 1869 u. 1872. 
^'^ 0. SoHLÖxiLOHi Übungsbuch zum Studium d. höh, AmilyM, 
L TeU, 5. Aufl., Leipzig 1904, S. 116. 
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204. Vom mathematischen Standpunkte aus sind die 
durch Verallgemeinerung der natürlichen Gleichung der 
Ketteulinie entstehenden Kurven, wenn auch nur in 
morphologischer Hinsicht, beachtenswerter. Es ist an 
sich ja ohne weiteres zu erwarten, daß natürliche Gleichungen, 
wenn auch der einfachsten Art, Kurvenformen liefern, die 
von den gewohnten stark abweichen. Denn die natürliche 
Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in den kartesischen Koordinaten. Die Kurven, die solchen 
Differentialgleichungen entsprechen, sind aber noch recht 
wenig untersucht. Wir wollen nun zunächst sehen, welche 
Änderungen an der Gestalt der Kettenlinie dadurch 
hervorgebracht werden, -daß wir die beiden in der Glei- 
chung (31) vorkommenden Konstanten als verschieden an- 
nehmen. 

Wir betrachten also Kurven von der natürlichen 
Gleichung 

(35) «=J + g, 

indem wir q verschiedene Werte erteilen, während wir p 
fest denken. Man unterscheidet dann sofort zwei wesent- 
lich verschiedene Fälle, ^ > und ^ < , zwischen denen 
g = vermittelt. Betrachten wir zunächst die erste Mög- 
lichkeit, so ist es, auch der Formeln wegen, besser q = x^p 
zu setzen, also die Gleichung (35) in der Form 

(36*) «=fl + x2^ 

zu schreiben. Dann erhält man 

(36) T = — arctg — oder 8 = xp tg(x t) . 

Für « = cx) ist also r = jr/2 x . Wenn x > 1 , so wird 
demnach unsere Kurve im Verhältnis zur Kettenlinie 
immer flacher, indem sie ihre beiden symmetrischen Zweige 
allmählich die Eichtungen d:^/2x annehmen läßt, ohne 
daß sie aber in diesen Eichtungen Asymptoten hätte, wie 
ja auch die Kettenlinie selbst keine besitzt. Für diese 
kann es aus der kartesischen Gleichung gefolgert werden, 
während letztere bei den allgemeineren Kurven in endlicher 
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Form nicht aufgestellt werden kann. DsbSbheT^^x^pIcos^Hr, 
so hat man die Parameterdarstellung 

T T 

(37) x = 9(^pI — s — > y^^i^pl — 2 — . 



Wenn nun die Kurve eine Asymptote hat, so bleibt das 
Lot g = x sinr — y cosr vom Anfangspunkt auf die Tangente 
in (o?, y) für den entsprechenden Grenzwert von t, hier 
nßx endlich. Wir haben also zu untersuchen, ob das 
Integral 

nßn 

o feminin H — T)dx g. fsim^dt^ 

g^x^pl — — i — = —x^pl—r-z — r 

9r/2x 

einen endlichen Wert hat. In der letzteren Form wird 
ja die Funktion unter dem Integralzeichen an der Grenze 
t' = unendlich. Das würde noch nicht beweisen, daß g 
selbst unendlich ist. Setzen wir aber statt der Sinus die 
Beihenentwicklungen ein, so sehen wir, daß sich an der 
Stelle t'=0 ^ verhält wie /(l/T')dT', also wie logr'. 
Aus diesem Grunde ist das Lot g unendlich und es existiert 
keine Asymptote, auch nicht für « < 1 . 

205. Sehen wir nun zu, welche Gestalt die Kurve 
für X <1 annimmt. Da jetzt 7if2 x > ^ jt , so erhellt, 
daß sieb die Zweige der Kettenlinie gegeneinander biegen 
und sich also, wenn x auch noch so wenig von 1 ver- 
schieden ist, schneiden müssen [Fig. 136 (a)]. Bei kleiner 
werdendem x biegen sich die Zweige immer mehr herum, 
bis sie sich, sobald der Wert x = ^ überschritten ist, auf 
der anderen Seite des Anfangspunktes nochmals schneiden 
[Fig. 136 (&)]. Vom Anfangspunkt in einer Eichtung aus- 
gehend, trifft man jetzt die Kurve zweimal; allgemeiner 
(n -- l)-mal, wenn 1/n > x> l/(n + 1). Da auch der An- 
fangswert von Ä immer kleiner wird, nimmt der Anfangs- 
punkt immer mehr den Charakter eines doppelten asympto- 
tischen Punktes an, zu dem er für x = wird (Fig. 137). 
Die betreffende Kurve 

(38) « = 8^Ip 

müssen wir einen Augenblick für sich betrachten. Sie 
wurde schon von K. 0. F. Krause unter dem Ifamen 
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»curva antiloga« aufgestellt i^'). Wir heißen sie kürzer 
>Antiloga«. Da man hier r nicht vom Anfangspunkt 
{8 = 0) ans rechnen kann, setzen wir 

»0 



fda 



88„ 



(«0 - «) • 



Hieraus ersieht man, daß 8q zwar nicht iNull, aber un- 
endlich groß, genommen werden kann, so daß 



oo 



/da p 



wird. Die Kurve hat also zwar im Anfangspunkt einen 
asymptotischen Punkt, geht aber in einer bestimmten 






Fig. 136. 



Flg. 1S7. 



Bichtung ins Unendliche, nicht, wie etwa die logarithmische 
Spirale, in unendlich vielen Windungen. Wie die beiden 
Zweige, aus denen man sich die ganze Kurve zusammen- 
gesetzt denken muß, gegeneinander Hegen, darüber gibt 
die natürliche Gleichung keinen Aufschluß. Eine Asym- 
ptote hat auch diese Kurve nicht, ebensowenig wie die 
folgenden, die negativen Werten von g entsprechen. Dies 
nach dem obigen Muster nachzuweisen, überlassen wir 
dem Leser. 

206. Wir setzen nun in Gleichung (35) q = —x^p^ 
betrachten also die Kurven mit der Gleichung 



(39) 



«' 



P ^ 



^B7^ Novae theoriae linearum curvarum etc» (Monaohii 1835); S. 88. 
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Hier ist für 8 = zunächst Ä negativ, wird immer kleiner, 
bis die Krümmung für « = +«p unendlich groß wird, 
von da ab wird Ä positiv und wächst mit 8 ins Unend- 
liche. Ob an den Stellen Ä = Spitzen oder asymptotische 
Punkte sind, wird durch den Verlauf von r entschieden. 
Wir haben nun Erstens für |*| <«2> 



(40) 



8 





da 



x^p 



1 1 9cp — 8 

2 = in:^oe— 



2x 



Hp -{• 8 



Also wird t an den Stellen 8 = +xp unendlich und 
die Kurve bestellt zunächst aus einem symmetrischen 
Zweig, der an seinen beiden Enden asymptotische Punkte 
trägt. Die Gesamtlänge dieses Zweiges ist . 2 « p . Für 
die hier anschließenden Zweige, die den beiden Zweigen 
der Kurve (38) entsprecben, können wir t nicht nach (40) 
weiterzählen. Wir setzen zweitens für 1 « | > xp 



oo 



(40*) 



f da 

PJ S2__^2p% 



1 



2x 



log 



8 -^ xp 
8 — xp 



und sehen daraus, daß diese Zweige an den ersten eben- 
falls mit asymptotischen 
Punkten anschließen und je 
größer s wird, desto mehr 
wie die der Antiloga sich ge- 
stalten. Die Eichtung der 
unendlichen Äste gegen die 
Scheiteltangente des ersten 
Zweiges kann aber nicht an- 
gegeben werden. Die Kur- 
ven, die durch Gleichang (39) 
dargestellt werden, haben et- 
wa die Gestalt der Fig. 138. 

Sie wurden von E. GesIro »Pseudokatenarien« 

genannt. 

Bern. Aus den Gleichungen (39)' und (40) ergibt sich die 
Parameterd&rstellung 




Flg. 138. 



8 = —xp , , <» = 



Ax^p 



enr _|- e- 



HX 



(e»«T ^ c-«»)« 
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Demnach haben die asymptotischen Punkte in bezug auf das 
Koordinatensystem der Scheiteltangente und -Normale die Ko- 
ordinaten 



oo 



oo 



J (c«' -I- c-«T)a j (e«T 4- c-»«')* 



Der Wert von x^ ist ±pjtl2sh{jtj2x) , während das zweite Inte- 
gral sich nicht in geschlossener, endlicher Form angeben lÄßt***). 

207. Die Evoluten der Kettenlinien lassen wir bei- 
seite; die Evolventen aber bieten Interesse. Wir stellen 
sie der Allgemeinheit wegen für Gleichung (35) auf. 
Sind ^ und s die Elemente der Evolvente, so ist be- 
kanntlich, wenn wir die Abwick- 
lung immer im^cheitel der Ketten- 
linie beginnen Ä = », ds^sdsl^. 
Dies ergibt, für 4i = s^/p + q, 
s = ip{log{8^ + pq) — logpq). Löst 
man diese Gleichung nach «(=Ä) 
auf, so ergibt sich, wenn die Striche 
an den Koordinaten wieder wegge- 
lassen werden 




Flg. 1S9. 



(41) « == yp g(62»/p - 1) 

als natürliche Gleichung der gesuchten Evolventen. Es 
ist offenbar, daß auch hier die Fälle g>Ö, 3<0, die 
durch g = ineinander übergehen, wesentlich vonein- 
ander verschieden sind. Es sei zunächst wieder q = x^p . 
Dann erhält man 

(41*) «T = arctgye2'/P — 1 , 

also die Parameterdarstellung 

(41+) 8 = ^p log(l + tg^^r) , Ä = xptgxr . 

Der Krümmungsradius ist im Scheitel der Kettenlinie 0, 
die Evolvente setzt mit einer Spitze an. In bezug auf' 

**^ E. CbsIeo hat (S. 17 seines Buches) auch für das zweite 
Integral einen elementaren Ausdruck angegeben, der aber nach 
den Bemerkungen von M. Lbboh u. W. Kaptetk im Int. math. 14, 
1907, 155/9 unrichtig sein muß. Dort ist auch die Berechnung 
des ersten Integrales erläutert. 
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die Tangente dieser Spitze sind die Winkel r gerechnet. 
^ wird dann größer und größer und mit s unendlich für 
Xq = nj2 X . Diese Eichtung ist zur Eichtung der unend- 
lichen Äste der Grundkurve natürlich senkrecht, da ja 
das Koordinatensystem um \n gedrehf ist. Wir müssen 
aber wieder untersuchen, ob auch die Evolventen keine 
Asymptoten haben. Wir erhalten für die Subtangente 
der unendlich fernen Punkte 

jt/8k 7x1% h 

g = xpjtgxT&mlY rjdr = x p 1 ctgx tp Bintp dyj . 



Das letztere Integral ist aber sicher auch in der Nähe der 
unteren Grenze endlich; denn e» ist ja lim ctg«^sin^=l/x, 

also selbst endlich. Im Gegensatz zur Grundkurve haben 
also unsere Evolventen Asymptoten. 

208. Für die Evolvente der gemeinen Kettenlinie 
{x = 1) wird g = p > Da außerdem t^ = ^ :7r , fallen beide 
Asymptoten in die Gerade, die bei der kartesischen 
Gleichung der Kettenlinie als a;-Achse benutzt wurde, die 
sogenannte »Direktrix« der Kettenlinie. Diese ist Wende- 
asymptote für die Evolvente (vgl. Fig. 140). Da ferner 
für diese nach (41+) ^ = ^tgT, so muß der Abschnitt 
auf jeder Tangente vom Berührungspunkte bis zur Asym- 
ptote (PjB) gleich p sein. In bezug auf das Koordinaten- 
system der Kettenlinie ist also die »Tangente« der Evolvente 
konstant. Diese Kurve ist demnach der Ort eines schweren 
PunTctes P, der an einem Faden von der Länge p gezogen 
wird, wenn das andere Ende B dieses Fadens eine Gerade 
durchläuft. Daher wurde sie »Traktorie (der Geraden)« 
oder kurz »Traktrix« (traho, ich ziehe) genannt i^®). Aus 
diesen Eigenschaften kann auch sofort eine Parameter- 
darstellung in rechtwinkligen Koordinaten und damit die 
kartesische Gleichung abgeleitet werden. Man erhält aber 
aus (41+) direkt für die allgemeineren Kurven 



T 



(42) X = xpItgxxQOsrdr , y = xpjtgxtBmrdr , 



16V 



) LSIBNIZ; HUY&ENB 1693. 



208, 209. ^26. Rollkurven verschiedener Art. 



291 



also für die Traktrix (« = 1) 

(43) X = p(l — cost) , y ==V ^ogtg{\n — \r) — ^ sinr . 

Will man das Achsenkreuz der Kettenlinie zugrunde legen, 
so ist X durch p — y , y durch x zu ersetzen. Auf dieses 
System bezogen lautet die kartesische Gleichung der 
Traktrix 



(43*) 



X 



plog 



y 



- iv^ - 3/' . 




Zusatz. Aus dem in Fig. 140 gegebenen Zusammenhang 
zwischen Kettenlinie und Traktrix folgt eine sehr einfache Kon- 
struktion der Tangente an erstere, die der Leser sich selbst 
formulieren mag. Für letztere ist sie selbstverständlich. 

209. Die bisherigen Betrachtungen galten nur für 
3 > . Mit immer kleiner werdendem x machen auch 
die Evolventen, wie die Grundkurven, immer mehr Win- 
dungen um den Anfangspunkt. Dieser muß also auch 
für die Hauptevolvente der Antiloga mit der Gleichung 
Ä = 8^Ip ein doppelter asymptotischer Punkt sein. Man 
erhält ds = psdsls^ , also, wenn man mit 8 nicht kürzt, 
s = ^p\og{8^lp^) und als Gleichung der Evolvente 



(44) 



qi = ±p ^ip 



[==pie''lp] 



D^ese zerfällt also hier in zwei kongruente Kurven. Eechnen 
wir T wieder von der Tangente des unendlich fernen 
Punktes aus, so ergibt sich 



oo 



pj e»lP 



,-slP ^ P_ 
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wo wir die Striche an ^ und 8 wieder weggelassen haben. 

Der Abstand g des asymptotischen Punktes von der 
Tangente im unendlich fernen Punkte ist nichts 
anderes als die ^-Koordinate, also 




fl^ = P 



90 

/sinT j 



T = \p7l ^®Ö) . 



Diese Tangente ist also Asymptote der Spirale (44), 
die in Fig. 141 dargestellt ist. 

Wir haben nun in Gleichung (41) noch 

Pig^ 141 g = — x^p 2U zetzen. Die entstehenden Kurven, 

die Evolventen der Pseudokatenarien, wenn die 

Abwicklung im Scheitel begonnen wird , , heißen nach 

B. CesIro »Pseudotraktrizen«. Ihre Gleichung ist 

(45) 



« = xpyr-^6^ 




Flg. 142. 

Wir sehen daraus für negative s den Krümmungsradius « 
wachsen von « = an (Spitze) bei « = bis « = xp 
bei « = — cx). Hieraus und aus der Gestalt der Grund- 
kurve, die am Ende d^ Bogens von der Länge tc p einen 
asymptotischen Punkt trägt, ersieht man, daß die Pseudo- 

a.A T^ r' ^*®^^ ^^- -4iM%«w, Leipzig 1904, 8. 699, 725, 736, 
740 oder Lejbtob-Dibiohlbt, Vorlesungen Über best. Integrale, Braun- 
schweig 1904, S. 194. ' 
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traktrix einen asymptotischen Kreis um diesen Punkt 
vom Eadius xp hat, dem sich die Kurve von innen 
nähert. Da sie außerdem symmetrisch ist in bezug auf 
die Spitzentangente, hat sie die Gestalt von Fig. 142. 
Über die asymptotischen Punkte der Grundkurve hinaus 
können wir die Abwicklung nicht fortsetzen. Die Pseudo- 
traktrix entspricht also als Evolvente nur dem im Bnd- 
lichen liegenden Teil der Pseudokatenarie. Gleichung (45) 
stellt auch weiter keine Zweige dar. Auf Evolventen, 
die in anderen Punkten beginnen, können wir nicht ein- 
gehen. Auch die Aufstellung von t im vorliegenden Falle 
überlassen wir dem Leser. 

210« Wir knüpfen nun nochmals an die Traktrix an. 
Verlängern wir in Fig. 140 den Krümmungsradius PqP = ^ 
bis zur Direktrix (Asymptote) um das Stück PQ = ^, 
die »Normale« der Traktrix in bezug auf die Leitlinie 
als a?- Achse, so sehen wir, daß für alle Punkte der Traktrix 
das Produkt aus Krümmungsradius und I^ormale einen 
konstanten Wert hat, und zwar ist, wenn wir die Vor- 
zeichen der Strecken berücksichtigen, 

(46) « • ^ = -p2 (=konst.) . 

Diese Gleichung charakterisiert jedoch keineswegs die 
Traktrix. Vielmehr definiert sie eine ganze Familie von 
Kurven, die in der Flächentheorie von großer Wichtigkeit 
sind. Denn lassen wir eine Kurve, die der Bedingung (46) 
genügt, um ihre Leitlinie rotieren, so erhalten wir eine 
Eotationsfläche von konstanter Krümmung. Diese 
Flächen haben besonders Beltrami dazu gedient,* die 
elliptische und hyperbolische Geometrie der Ebene zu 
versinnlichen i«i). Sie unterscheiden sich nach dem Vor- 
zeichen der Konstanten auf der rechten Seite von (46). 
Ist diese positiv, so entspricht die Geometrie auf der 
Fläche der elliptischen Geometrie; als Typus dieser Art 
Flächen gilt die Kugel. Ist das Vorzeichen wie bei der 
Traktrix negativ, so bieten die Flächen ein Bild der 
hyperbolischen Ebene; als Typus gilt die Traktrixfläche, 
die infolgedessen auch »Pseudosphäre« genannt wird. Wir 
werden aber gleich sehen, daß Kreis und Traktrix eigentlich 
keine Typen der Kurven (46), sondern nur Grenzfälle sind, 

*•*) Gipm. di mat. 4, 1866; 6, 1868. 



294 IV. Abschnitt. Eouletten, insbes. zyklische Kurven. 210, 211« 

Von den Kurven (46) bekommen wir sofort eine 
deutlichere Vorstellung, wenn wir bemerken, daß unter 
ihren Parallelkurven Delaunaysche Kurven sind. In der 
Tat, wenn wir in der Definitionsgleichung (27) der letzteren, 
wo ja Q mit der jetzt durch ^ bezeichneten Größe identisch 
ist, ^ durch ^ + a, q durch 71 +a ersetzen, so ergibt 
sich ^^ = a^ . Vergrößern wir in dieser Gleichung aber 
nochmals ^ und ^ je um a, so erhält man 1/Ä+ 1/^= — 1/a, 
also eine der ersten kongruente Delaunaysche Kurve. 
Demnach verläuft in der Mitte zwischen zwei kongruenten, 
im Abstände 2 a parallelen Delaunay sehen Kurven eine 
Kurve von der Art (46), allerdings mit positiver Konstante. 
Wir brauchen aber nur a = pi zu setzen , um die zweite 
Gattung von Kurven der Art (46) zu erhalten. Deren 
zugehörige Delaunaysche Kurven sind allerdings imaginär. 
Hierüber unten Näheres. 

Bern. Es ist jedenfalls bezeichnend, daß die Oberfläche der 
Pseudosphäre f=Ap*Jt und das Volumen V=ip^3i ist, beide 
Werte also mit den entsprechenden einer Kugel vom Radius p 
übereinstimmen. Die Fläche der Traktrix zwischen der Kurve 
und der Asymptote ist ^p^Jt, 

211. Um die natürliche Gleichung der Kurvenfamilie 
aufzustellen, für welche ^^=«2 ist, wollen wir die un- 
entwickelte Gleichung (29) der Delaunay sehen Kurven 
benutzen und die Parallelkurve im Abstände a bestimmen. 
Da für die neue Kurve ^'=Ä — c, «'=»— -ot ist, 
wenn wir vorderhand den willkürlichen Abstand c nehmen, 
so hat man, wenn außerdem anstatt (29) zuerst all- 
gemdn 8 = ff{^)d^ gesetzt wird, T=//(«)d«/«, also 
s'=.j{fR-.c)f(fR)d^l^ oder scUießKch 

8'=.j^^f{fR'J^ c)d«7(«'+ c) , 

also in unserem Falle, unter Weglassung der Striche 

r ab^d'R 

J (« + c)(« + c — 2 a) l/(« + c — a)«e« — a* * 

Hieraus geht für c = 2a wirklich wieder (29) selbst hervor, 
wenn man nur — a statt a setzt. Für c = a aber er- 
halten wir 



8 



s = f ^ 



211. 
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Wertet man dieses Integral ans und löst nach Ä auf, so 
ergibt sich als natürHche Gleichung der gesuchten Kurven 
nach einiger Eechnung 

(47) « = ^]/l + (l-^«)tg«-^, 

wobei e = —^a^ — h^ gesetzt ist. Insbesondere wegen 

derjenigen Kurven dieser Art, für welche die parallelen 
Delaunayschen Kurven nicht reell sind, müssen wir auch 
den Tangentenwinkel r aufstellen. Es kommt 



oder 
(48) 






sinr = esin(«/a) . 




Flg. 143. 

Hier sind offenbar die beiden Fälle e < 1 , e> 1 zu unter- 
scheiden. Zwischen beiden liegt e = 1, das dem Kreise Ä=a 
entspricht. Für € < 1 kann ^ nie Null werden. Es hat einen 
Minimalwert für 8 = (r = 0) , nämlich ^ = aje; die 
zugehörige Normale ist dann il= ea. Das ist zugleich 
der Abstand des Punktes von der Direktrix (vgl. Fig. 143). 
Für 8 = +\ a 7t wird Ä = c» , w = , sinT^ = +« . Die 
Kurve schneidet also die Direktrix und setzt sich dann 
auf der anderen Seite mit einem kongruenten Bogen fort. 
Im Schnittpunkt ist eine Inflexion. Die Figur zeigt, wie 
man den Winkel t^ erhält. Je mehr sich e der Einheit 
nähert, desto steiler wird der Durchschnitt. Für e = 1 
wird To = ^ TT , die einzelnen Bögen der Kurve gehen in 
Halbkreise über. Denkt man sich die fehlende Beihe 
der Halbkreise ergänzt [Fig. 144 (a)] und trennt die? Kreise 
jetizt durch die Direktrix in zwei Beihen von Halbkreisen 



iW 



eee 



w 
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[Fig. 144(&)], so stellt eine solche Beihe den Übergang 

zu 6 > 1 vor. 

In diesem Falle ist der Wert 
^ = a/c für « = (t = 0) ein 
Maximum. Die Bogenlänge % 
kann wegen (48) hier nur bis zu 
dem Wert «o geben, für welchen 

sin(«o/Ä) = +!/£ 
ist. Bann ist 

*g(«o/«) = i/y^^^ 

und demnach ^o = , sowie 
To = ±^jr. Biese Punkte sind also Spitzen. Ihre Ent- 
fernung g von der Birektrix ist g = lim ^ cos r für 
T = To. Nun ist aber ^cost = cacos(«/a), also in der 

Grenze q = a /c* — 1 (vgl. Fig. 145). Wir sehen so, daß 



eee 




Flg. US. 



die Gerade, welche alle Spitzen enthält, für größer werden- 
des E immer weiter von der Birektrix abrückt. 

212. Um nun die zweite Gattung der Kurven von 
der Art (46), d. h. diejenigen, die durch Gleichung (46) 
selbst dargestellt werden, zu erhalten, setzen wir in (47) 
a = pi. Ba itgisjpi) = th(«/p) (vgl. Nr. 152), so lautet 
die natürliche Gleichung dieser Kurven zunächst 



(49) 



^ = Z. y(i -_ £2) th2(s/p) - 1 . 



Hier muß e jedenfalls <1 sein. Ba aber th(«/p) für 
reelle 8 ebenfalls <1 ist, so wird bei dieser Zählung 
der Bogen ^ nur für imaginäre 8 reell. Wir setzen daher 
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sjp = ^iji — s/p , dann wird th(«/p) = — cth(s/p) und die 
Gleichung 

(49*) « = ^ y(l - €«) cth^{s/p) - 1 . 

Außerdem ist 
(50) sinr = e cli(s/p) , q = p ^1 — c* . 

So sehen wir, daß die Kurve f tir s = mit einem Wendepunkte 
(Ä = oo) auf der Direktrix beginnt, r aber im Gegensatz zu 
der ersten Art der vorigen Gattung mit s wächst bis ^jt, wo 

ch(5o/p)=i/ß, cth(5o/p)=i/yr=T2 [5o«piog(i+yr=^/fi], 

also ^0 = ^3^* ^ort ist demnach eine Spitze mit der 
Entfernung q = p^l — e^ von der Direktrix. Die Wieder- 
holung dieses Zuges gibt die ganze Kurve. Die Eichtung 
der Wendetangente ist durch sinr = c gegeben (vgl. Fig. 146). 




Flg. 146. 

Wird e kleiner und kleiner, öo durchsetzt die Kurve 
die Gerade immer schräger; die von einer Spitze aus- 
gehenden Züge nähern sich immer mehr der Traktrix. In 
diese geht die Kurve über für € = 0. Wiewohl es einige 
Mühe macht, ist es interessant genug, diesen Übergang an 
der Gleichung (49*) wirklich auszuführen. Vor allem müssen 
wir auf die Spitze als Anfangspunkt transformieren, also 
8 = 8 — Sq setzen. Wird dann cth durch die Exponential- 
funktionen ersetzt, e in die Wurzel und alles auf einen 
l^enner gebracht, so ergibt sich schließlich ein Ausdruck 
der Art 

py {e-2./p(i+/r7r7«)'-««y 

der f ür c = wirklich in Ä = p y^^'/p — 1 übergeht. 
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213. Ein negatives e kommt nicht in Betracht, würde 
auch die Gleichung (49) nicht ändern. Aber e^ kann negativ 
werden, e also rein imaginär. Dann wird aus (49), wenn 
wir € = ii setzen, 

(51) « = ^ yi-(l + fi2)th»(«/p) . 

Diese Gleichung ist, wie sie vorliegt, brauchbar und stellt 
reelle Kurven dar. Es ist 



(52) sinr = e sh(s/p) , g = p V 1 + c» . 

Demnach beginnt die Kurve mit « = , Ä = p/c (t = 0) 
im Abstände \^\ = ep von der Direktrix und während t 
absolut genommen nach beiden Seiten wächst, nimmt ^ 
bis zu ab für sinto = 1 (t = ^ jt) , sh(«o/p) = 1/^ , th(«o/p) 

= lliT+P [»0 = P log( l + yi + <^')/g] . Bort sind Spitzen 
in der Entfernung g = p/r+7^ von der Leitlinie (Fig. 147). 
Der absolute Wert von i unterliegt keiner Beschränkung. 




I • 



4P 



Fig. 147. 

iN'och ein Wort über die imaginären Delaunayschen 
Kurven, die im Abstände +pi parallel zu den Kurven 
laufen, die der Bedingung ^•^=— p* genügen. Sie 
werden erzeugt durch die Brennpunkte eines auf einer Ge- 
raden abrollenden Kegelschnittes, dessen eine Achse a = pi 

ist. Die andere ist 6 = a/l — £* . l^un ist entweder e 
reell und < 1 , also auch h rein imaginär, aber dem ab- 
soluten Werte nach kleiner als a ; oder es ist e = iiy 
dann ist auch h rein imaginär, aber absolut genommen 
größer als a . Der rollende Kegelschnitt ist also in jedem 
Falle eine imaginäre Ellipse. 

214. Den Kurven ^•?r=konst. sind die Kurven 
analog, für welche das Verhältnis des Krümmungsradius 
und der l^ormalen Ä/^ = konst. ist, bei welchen also der 
Krümmungsradius von einer festen Geraden in einem kon- 



214. 
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stanten Verhältnis geteilt wird. Die Frage nach solchen 
Kurven wurde zuerst von Jon. Bernoulli (1716) gestellt; 
man nennt sie aber heute »Eibaucoursche Kurven« i«»), 
wiewohl Bbrnouuj sie schon klassifiziert hatte. Wir er- 
halten sie als EoUkurven aus den Sinusspiralen (Nr. 92). 
Eine solche Kurve rolle auf einer Geraden Q ; wir suchen 
den Ort des Poles P derselben (Fig. 148). Für die Sinus- 
spiralß ist ^pig = l:{n + 1), außerdem zeigt die Figur, 
daß y:Q = ^p:^j also hat man zunächst 

(53) {n+l)<Ry==QK 




Flg. 148. 



Da hier Q^= Ä , so gibt die Gleichung (9) von I^r. 127 
für den Krümmungsradius ^ des Ortes von P ohne weiteres 



(54) 



VC = — :: — Q , 



n 



und somit ist dieser Ort nach der obigen Definition eine 
Eibaucoursche Kurve *®^). Um die natürliche Gleichung 
aufzustellen, müssen wir noch s ^JQäsj^ durch q und 
also durch ^ ausdrücken. Mit Benutzung der natürlichen 
Gleichung der Sinusspiralen [S. 135 (9)] ergibt sich zunächst 



(55) 



s = 




^•») BiBAUooim, M6m. Ac. Belg. 44, 1880. 

^•^ 0. BoNUKT, Joum. de math. (1) 9, 1844, 97—112. 
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Nun ist aus (53) ^ = (n + l)^sin/i, woraus wegen der 
Polarkoordinatengleichnng der Sinusspiralen (n + 1) ^ 
— n«^!-« folgt. Mit Anwendung von (54) ergibt sich so 

d« = (1 - nja^'n^-'^in + l)»-«^-*Ä^ 
und hieraus nach einiger Eechnung 

» 

(56) ä = -n • ^^ 



als Gleichung der gesuchten Eollkurven. Nun nimmt man 
aber, aus einem Grunde, der in Nr. 217 deutlich werden 
wird, gewöhnlich das Verhältnis vcIq = 2/(v + 1) an, so daß 
n = (1 + r)/(l — v) wird. Setzen wir ferner (n + Vjajn = 6 , 
so ergibt sich 



(56*) s 




(wo die Striche an den Koordinaten wieder weggelassen 
wurden) als die natürliche Gleichung der Eibaucourschen 
Kurven. 

215. Unter den Kurven (56*) sind für mehrere ein- 
fache Werte von v Kurven, die uns bekannt sind. So gibt 
v = s=/-ÄdÄ/y62_^2^ also « = }^ - Ä« , d.i. eine 
gemeine Zykloide; in der Tat ist für diese Ä = 2^(Nr. 144), 
wenn Q alle Spitzen der Zykloide enthält. Ferner hat 

man für r = -2 « == ^/^«/^(Ä/ft)* - 1 , d. i. eine Parabel, 
für welche die Gerade Q Direktrix ist; denn dann ist 

Ä = — 2 gr. Für V = -3 erhält man s = \jd^ihffR^-b, 

also 8 =y6(Ä — 6), d. i. eine Kettenlinie; für diese ist G 
gleichfalls die LeitKnie, da dann^ = — ^ ist (Nr. 201). 
Auch der Wert v = 1 entspricht einer einfachen Kurve, 
deren Gleichung aber aus (56*) nicht zu entnehmen ist. 
*Ba aber ^=^ ^ wird, sehen wir, daß dies ein Kreis sein 



215. 
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muß, der Q zum Durclimesser hat. Der Wert 
macht Ä = oo , entspricht also einer Geraden. 

Eine bekannte Kurve ergibt noch y = — ^. In 

diesem FaUe wird s = —{jä^fRlp — Ä . Dieses In- 
tegral ist zwar auswertbar, aber das Eesultat wird un- 
übersichtlich. Wir bemerken nun, daß die Kurve aus 

« = -ijgid^/ii^ + c) (ft - (« + o)) für c = hervorgeht. 
Für variables o stellt aber diese Gleichung ein System von 
Parallelkurven dar (s. l^r. 211). Setzt man nun c = ^6 , 
so wird 8 = if- «d«/yift«--«S also s = iVift«-«« . 
Das ist aber die Gleichung der regulären Astroide (Nr. 80). 
Die Eibaucoursche Kurve für v = —^ ist also eine schiefe 
Astroide. Die Strecke d, welche die zugrunde liegende 




Fig. 149. 

reguläre Astroide charakterisiert, ist ^ & ; da nun o = f d , 
so ist die in Eede stehende Bibaucoursche Kurve gerade 
die schiefe Astroide, für welche sich je zwei Spitzen in 
einen Spitzpunkt vereinigen. Die Gerade Q ist eine Sym- 
metrieachse der Kurve, die Verbindungslinie der beiden 
Spitzpunkte (Fig. 149). 

Die angegel)enen Werte von v entsprechen den In- 
dizes n der Sinusspiralen in dieser Weise: 



n 


1 





-+ 


-i 


i 


oo 


V 





-1 


?, 


3 


-i 


1 



Damit haben wir auf einen Schlag folgende Sätze, die wir, 
die Eeihe der Indizes einhaltend, aufführen: 
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Eollt ein Kreis auf einer Geraden Q , so beschreibt 
ein Punkt der Peripherie eine Zykloide mit Q als Ort der 
Spitzen; das ist die gewöhnliche Erzeugung der ZyUoide. 
Eollt eine logarithmische Spirale auf Q , so beschreibt das 
Auge eine Gerade. Rollt eine TscMrnhauaensche Kuhik auf Q , 
Bo beschreibt der Punkte der die Strecke Scheitel-Knoten im 
Verhältnis 1:8 teilt j eine Parabel mit Q als Direktrix. BoTU 
eine Parabel auf Q , so beschreibt ihr Brennpunkt eine Ketten- 
linie mit Q als Direktrix. Rollt eine Kardioide auf Qj so 
beschreibt die Spitze eine schiefe Astroide mit 2 Spitzpunkten, 
die auf Q liegen. Der Wert oo für n entspricht keiner 
Sinusspirale. Andererseits geben die Lemniskate (n = 2) 
und gleichseitige Hyperbel (n = — 2) zu neuen, kompli- 
zierteren Kurven Anlaß. 

216. Wir können jetzt auch die Bibaucoursche Kurve 
auf einer Geraden f rollen lassen und nach der Envelopi>e 




ihrer Leitlinie Q fragen. Biese Enveloppe wird nach unseren 
früheren Sätzen beschrieben durch den Fußpunkt P des 
Lotes vom jeweiligen Berührungspunkte M der Kurve 
mit r auf G (vgl. Fig. 150). Da die l^orihale der Eibau- 
courschen Kurve, gerechnet bis zur Direktrix, ^=i{n+l)^ 
ist, so wird MP = q = i(n + 1) Äsinö . Nun ist nach 
Formel (20) von ISt. 130 für den Ort von P ^=Q+QßiJie. 
Da aber (2_= Ä, so ergibt sich nach dem vorigen 

Dadurch ist wieder eine andere Eibaucoursche Kurve mit F 
als Direktrix definiert, deren Index n^ sich aus der Glei- 
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chung {n + 3) : (n + 1) = 2 : (n' + 1) bestimmt. Also ist 
n' = (n — 1)1 {n + 3) . Wir können demnacli sagen: Boüt 
eine Bibattcoursche Kurve vom Index n auf einer Geraden F , 
80 umhüllt ihre Direhtrioo Q eine Bihaucoursche Kurve vom 
Index (n — l)/(n + 3) mit F als Direktrix. Die Indizes n^n', 
die zu bekannten Kurven führen, entsprechen sich folgender- 
maßen 



n 


1 


2 





3 


n' 





3 


-i 


oo 



D. h.: EoUt ein Kreis auf einer Geraden f, so umhüllt 
jeder Durchmesser eine Zykloide (Nr. 147). Bollt eine Parabel 
auf r , 80 umhüllt ihre Direhtrix eine Kettenlinie mit f al8 
Leitlinie. Bollt eine Zykloide auf f , 8o umhüllt ihre Direk- 
trix eine 8chiefe A8troide mit zwei Spitzpunkten, die auf F 
liegen. BolU eine Kettenlinie auf einer Geraden f , 8o geht 
ihre Direktrix durch einen fe8ten Punkt; denn der Punkt 
allein kann offenbar der Bedingung ^ = genügen. 

217. Die Sinusspiralen und Eibaucourschen Kurven 
sind Glieder ein und derselben großen KurvenfamiUe, die 
man »Cesärosche Kurven« heißt. E. CesIro^^*) hat 
sie durch die Bedingung definiert, daß der Krümmungs- 
radius Ä proportional sei demjenigen vom Kurvenpunkte P 
aus gerechneten I^ormalenabschnitt ^, der durch die Po- 
lare TT von P in bezug auf einen festen Kreis K um 
abgeschnitten wird (Fig. 151). Die Proportionalität sei 
durch die Gleichung ausgedrückt 

(57) ?r=(n + l)«. 

Jeder rationale oder irrationale Wert von n bestimmt dann 
eine Klasse von Cesäroschen Kurven, die, wie wir sehen 
werden, immer noch cx>2 Kurvenindividuen enthält. 

Wird der Eadius r des »Direktrixkreises« zu Null, 
reduziert sich also dieser auf seinen Mittelpunkt , so 
haben wir offenbar die Sinusspiralen. Wird aber r un- 
endlich groß, so rückt einer der auf PO befindlichen 
Punkte A , A^ von K , z. B. A^ ins Unendliche. Ist Q 
der Schnittpunkt von TT mit PO, so muß, da {PAQA') 

. ^^) Nouv. Ann. (3) 7, 1888, 171—190; (3) 9, 1890,. 143— 157; 
(3) 13, 1894, 102—106. Benennung nach E. WöLFFma. 
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ein hannonisches Quadmpel ist, schließlich PA = AQ 
werden. Wir erhalten offenbar die Eibaucourschen Kurven. 
Da wir aber oben die Normale nicht bis zu TT, sondern 
nur bis zur Direktrix selbst, die hier durch A parallel zu TT 
läuft, rechneten, setzten wir, um die Indizes in Über- 
einstimmung zu bringen, ?r=^(n + l)Ä. 

Bevor wir ändere Kurvenarten als Cesärosche Kurven 
agnoszieren können, müssen wir deren allgemeine Gleichung 
aufstellen. Es seien in bezug auf das Koordinatensystem 
von Tangente und l^ormale in P x, y die rechtwinkligen, 




Flg. 161. 

^ , d die Polarkoordinaten von . Ist dann t die Länge 
der Tangente von P an K , r der Eadius von K , so hat man 

t^ = Qi--r^ = Q.PQ^Q ^sinö , 
also 

(58) ^«-r2 = (w + l)«y. 

Differenziert man diese Gleichung, wo Q^ = x^ + y^ zu 
setzen ist, nach 8, so ergibt sich unter Berücksichtigung 
der Bedingungen der Unbeweglichkeit (Nt. 123) 

(59) {n+l)yd^=={n-l)xd8 . 

Hieraus hat man für die natürliche Gleichung zunächst 
den Ansatz 
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WO X und y noch durch Ä auszudrücken sind. Da nach 
der UnbewegKchkeitsbedingung für y xds = —^dy , kann 
man (59) auch schreiben • 

(59t) f±^.^ = iy. 

\ . ^ 1 — n w y 

Die Integration dieser Gleichung ergibt 

l+n 

(60) y^fj,qt^-n^ 

WO fji eine Integrationskonstante bedeutet. Die Koordi- 
nate X kann man nun mittels (58) ausdrücken und es 
kommt, wenn man diese Werte in (59*) setzt 

l+n 

(61) 8 = 



J '^it*(n + l)^i-» — i""^ i-» + r* • 

Schafft man unter dem Integral den Faktor, der bei d^ 
steht, in die Wurzel des Nenners und setzt, zur Herstellung 

2n 



der Homogeneität, // = c«-i , wo c nun eine Strecke be- 
deutet, so kann man die natürliche Gleichung der Gesäro- 
sehen Kurven in der Form schreiben 



(61*) .= ^■^^' ^^ 




n — 1 / ^ / 2n^ n+l 

^\n-l r«/^\ »-* 



(f) -5(l)' - 



1 



Da zwei willkürliche Konstante r, c auftreten, gibt es tat- 
sächlich für jedes n cx>2 Kurven. 

218. Sehen wir nun zunächst, wie die Gleichungen 
der Sinusspiralen und Eibaucourschen Kurven aus dieser 
allgemeinen Gleichung hervorgehen. Für r=0 verschwindet 
das zweite Glied unter der Wurzel und es ergibt sich, 
wenn man nur die Konstante c etwas verändert, ohne 
weiteres die Gleichung der Sinusspiralen (!N'r. 92). Wollen 
wir r = oo werden lassen, so müssen wir die Konstante c 

so wählen, daß der Koeffizient r^/c»-^ des zweiten 
Gliedes unter der Wurzel endlich bleibt, m. a. W. wir 

WisLEiTiTEB, Spezielle ebene Kurven. 20 
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2n 

müssen r ins Unendliche wachsen lassen wie c**-^ . Die 
Größe c selbst wird dabei c» oder 0, je nachdem 2n/(w — 1) 
positiv oder negativ ist; jedenfalls aber verschwindet das 
erste Glied unter der Wurzel des Nenners. Setzen wir 

f^l^n-i =5 n-1 ^ go wird ans (61*) 

nH- 1 /* d^ 



8 = 




n — llJ ^^TiT 



(Ä/6) n-l _ 1 



was in der Tat mit (56*), der Gleichung der Eibaucour- 
schen Kurven identisch ist. _ 

Wenn wir in (59) d^lds = ^/Ä setzen, wo ^ den 
Krümmungsradius der JSvolute bedeutet, so erhalten wir 
yjx = (n — 1) Ä/(n + 1) Ä . Nennen wir ferner den Ab- 
schnitt auf der Geraden von W, der zwischen dem End- 
punkte von Ä und dem Eadiusvektor PO liegt, —k^,_^o 
ist aus der Fig. 151 zu ersehen,, daß y/x = Ä/(— -i Ä) . 
Daher ist das Verhältnis ^ konstant und gleich (l+n)/(l— n) , 
also nur von n abhängig. Wir können diese Eigenschaft 
folgendermaßen ausdrücken: Bei jeder Gesäroschen Kurve 
teilt der RadiusvelUor des Poles zum KurvenpunMe P 
den Krümmungsradius ^ der Evolute in Jconstantem Ver- 
hältnis, und zwar ist der Abschnitt vom Evolutenpunhte aus 

gerechnet -r—— Ä . Es ist beachtenswert, daß diese Eigen- 
schaft auch als Definition der Cesäroschen Kurven dienen 
kann. Denn die Integration der Bedingungsgleichung 
führt auf (58) mit r^ als willkürlicher Konstante zurück. 
219. Setzen wir nun hier n = 0, so haben wir Kurven, 
für die der Krümmungsmittelpunkt der Evolute immer 
auf dem Eadiusvektor von einem festen Punkte aus 
liegt. Das war aber eine Eigenschaft aller zykloidalen 
Kurven (im weitesten Sinne). Außerdem war bei diesen 
der Krümmungsradius der Kurve selbst im Punkte P durch 
die Polare in bezug auf den Grundkreis bestimmt. Hier 
erhalten wir nun aus (57) für n = Ä = ^. Also ist 
die Direktrix mit dem festen Kreise der zykloidalen Kurven 
identisch. Die Sätze über Zykloidalen ergeben sich so als 
Spezialisierungen der ganz allgemeinen über Gesärosche 
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Kurven. Wir. müßten nur noch zeigen, daß die natürliche 
Gleichung für n = wirklich in die der Zykloidalen 
übergeht. Das wollen wir aber dem Leser überlassen und 
bemerken nur, daß man hierzu Gleichung (61) benutzen 
muß, weil in (61'*') die Konstante so spezialisiert ist, daß 
sie für n => hinausfällt. 

Setzt man ferner in (61*) n = — 2, so erhält mäi> 
sofort die natürliche Gleichung eines allgemeinen Kegel- 
schnittes in der Form (24) der I^r. 126^ Um di e Form (27) 

zu erhalten, ist es nur nötig c = /a 6 , r = /a* + 6* zu 
setzen. Baß der Pol in den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes fällt, können wir aus dem Beispiel der gleich- 
seitigen Hyperbel, für die uns das bekannt ist, ersehen. 
Aus dem Werte von r ergibt sich so, daß für Kegelschnitte, 
wenn man sie als Gesärosche Kurven auffaßt, der orthop- 
tische Kreis, der bei der Parabel in die Direktalx übergeht, 
Leitlinie ist. Auf weitere hieraus für Kegelschnitte folgende 
Sätze gehen wir nicht ein. 

220. Wir erhalten eine Eeihe von Beziehungen zwischen 
Cesäroschen Kurven spezieller Art und anderen uns be- 
kannten Kurven, wenn wir zwei allgemeine Theoreme auf- 
stellen, die man J. Steiner und £. Habich verdankt. Es 
ist dazu nötig, die Fußpunktskurve F einer Kurve K in 
bezug auf einen Punkt P ihrer Ebene und die von P er- 
zeugte EoUkurve *, wenn K auf einer Geraden Q rollt, 
zusammen zu betrachten. Die Au&tellung d^ Fußpunkts- 
kurve in natürlichen Koordinaten müssen wir erst vor- 
nehmen. Es sei M der momentane Berührungspunkt der 
Tangente Q mit K , F der Fußpunkt des Lotes von P 
auf die Tangente (vgl. Fig. 152), so hat F in bezug auf 
das System der Tangente und Normale in M die Koordi- 
naten a? = ^ cosö , y = . Also sind die Fortschreitungs- 
richtungen für F gegeben durch folgende Gleichungen (s. 
Nr. 123) 

(62) aa?/Ä« = ^sinö/Ä, iy/d» = ^cosö/Ä . 

Dabei sind für P die Unbeweglichkeitsbedingungen zu be- 
achten. Es ist demnach dyjdx = ctgd, was nur die schon 
früher kinematisch abgeleitete Eigenschaft der Normale von F 
bestätigt (Nr. 66, Zus. 1). Ferner erhält man aus (62) durch 
Quadrieren und Addieren das Verhältnis x = äs jäs = gj^ 

20* 
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des Bogenelementes von F zu dem von K . Für Ä' hat 
man die Gleichung (15) von Nr. 123 zu benutzen. Nur ist 
zu beachten, daß dort il> den Neigungswinkel der Tangente 
der neuen Kurve gegen die der alten bedeutet. Dieser 
Winkel ist hier ^^ — ö. So erhält man 

^/««' = 2/«-sinÖ/ß, 

also für die Fußpunktskurve F die Gleichungen 



(63) 



8 



'-/ 



^d8 



1 



«' 



2_ 
Q 



gsing 




Hg. 162. 

Für die EoUkurve hat man nach Nr. 127 die schon 
öfters verwendete Darstellung 

1 J^_ «sinö 
Q 



(64) 



s'^-jläs, 



« 



// 



Q^ 



Vergleicht man nun die beiden ersten Gleichungen in (63) 
und (64), so erhält man den Steinetschen Satz^^^): Be- 
schreibt der Punkt P in der Ebene der Kurve K , wenn 
diese auf einer Geraden Q rollt, eine Kurve ^ j so ist jeder 
Bogen von gleich dem entsprechenden Bogen der Fuß- 
punTctsJcurve F von K in bezug auf P. 

22 L So ist jeder Bogen einer Trochoide, der einem 
einmaligen Abrollen des erzeugenden Kreises entspricht, 
gleich der Gesamtlänge einer Pascalschen Schnecke, ins- 
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) J. f. Math. 21, 1840, 101. 
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besondere ein Bogen der Zykloide gleich der Länge der 
entsprechenden Kardloide (8r). In ähnlicher Weise ist die 
Länge eines Bogens derselben Art einer Delaunayschen 
Kurve gleich der Peripherie des über der Hauptachse der 
beschreibenden EUipse oder Hyperbel als Durehmesser er- 
richteten Kreises; die Eektifikation der Kettenlinie redu- 
ziert sich auf die einer Geraden. Zu jeder BosenTcurve 
Tumn ma/n femer eine Ellipse angeben^ deren Uinfa>ng der 
Gesamtlänge der BosenTcurve gleich ist. Daß die Eekti- 
fikation der logarithmischen Spirale sich gleichfalls auf 
die einer Geraden reduziert, wissen wir schon. Weitere 
solche Beispiele zu bilden, können wir dem Leser über- 
lassen. Als allgemeineren Satz wollen wir nur gemäß dem 
Bonnetschen Theorem i«') noch den folgenden aufstellen: 
Die Bektifilcation einer Bibaucourschen Kurve vom Index n ist 
mit der einer Sinusspiräle vom Index v = ^{n + l) identisch. 

Zusatz. Die Bektifikation der Sinusspiralen zwischen gewissen 
Grenzen hängt von bestimmten Integralen ab, die sich durch Euler- 
sche Integrale zweiter Gattung ausdrücken lassen. Schreiben wir 
die Gleichung der Sinusspirale in der Form q = acoa^l^nS, so wird 

8 = aUcosnff) « (fö = — /(cos^) » d^ . 

Nun sind die Eulerschen Integrale I. und n. Gattung (Beta- und 
Ganmiafunktionen) definiert durch die Gleichungen 

1 oo 

B(p, q) =/jrP-i(l —xi^-^dx, r(p) =(e-'xP-^dx 

ö 

mit der sie verknüpfenden Beziehung 

B(p',q)^'r(jp)r(q)ir(p + q). 

Setzt man in dieser Relation a? = sin'i^y p = ^fij grs|.v^ so 
ergibt sich die Formel 

Für die Werte fi =^ 1, v = l/n entsteht aus der linken Seite das 
Bogenintegral. Es wird 

fL^A^h^dA^ 1 ^(i)'Al/2n) 
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Nun ist bekanntlich jr(^) = V^r und da nach der Gaußschen Pro- 
duktformel _, „, ^^ ,r- 

r(a) r(a + J) = 21 - 2«!^ . r{2a) , 

so wird, wenn man diese auf den Nenner anwendet, der Bogen 8 
zwischen den Grenzen und jr/2 n 

* "~ n ^ min) ' 

Die ganze Kurve besteht aber, wenn sie geschlossen ist, aus 2n 
solchen kongruenten Stücken. Wir erhalten so f(ir den Umfang 
des Ejreises vom Durchmesser a(w = 1) i* = ar*(^ [/^(l) = 1] , 
woraus man die Bestätigung entnehmen kann, daß jTd) =V^ ist; 

ebenso fttr den Umfang der Lemniskate (n = 2) i* = ajr*(i)/v5^ ^•^. 
Für die Fläche der Sinusspiralen möge der Leser selbst die 
entsprechende Formel mit denselben Mitteln aufstellend*^. Nur 
die gewöhnliche Beduktionsformel r(a 4- 1) = a r(ä) muß noch 
verwendet werden. 

222. Wir kehren zu unseren Gleichungen (63) und (64) 
zurück, um die Werte von 1/Ä' und 1/Ä'' zu subtrahieren. 
Es kommt ^ ,>^^ ^ ,^-*« ^ , 

Dies ist aber die Gleichung , welche den Durchmesser 
QS= q) des Wende- oder Eückkehrkreises bestimmt, wenn 
die durch Ä' und Ä'' charakterisierten Kurven F und 
aufeinander rollen. ^^' muß nur gemäß den Festsetzungen 
der iNr. 127 mit entgegengesetztem Zeichen genommen 
werden. D. h. die Kurven rollen so aufeinander, daß 
beide Krümmungsradien nach derselben Eichtung gehen. 
iNun hat aber der Pol P in bezug auf das Koordinaten- 
system der Tangente und N'ormale der Fußpunktskurve 
in F die Polarkoordinaten ^ = ^ sin ö , d> = ö , so daß P 
immer auf dem Wendekreis liegt. Daher beschreibt der 
Pol P der FußpunktsTcurve F einer Kurve K , wenn F 
auf derjenigen Kurve * äbrolU, die von P beim Bollen von 
K auf einer Geraden Q erzeugt wird, die feste Gerade Q ^*®). 
Denn da P auf dem Inflexionskreis bleibt, muß P eine 
Gerade durchlaufen nach Nr. 132; daß aber diese mit Q 
identisch ist, folgt daraus, daß der Abstand der Geraden Q 
von P immer gerade gleich Q%in.6 = § ist. Die Kurven 

"•) Vgl. J. A. Sbrrbt, Joum. de math. (1) 7, 1842, 114—119. 
"^) Vgl. G. LoBiA, Stzgbb. böhm. Ges. Prag 1897. 
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8) E. Habioh, Mathesis 2, 1882, 145—148. 



222, 223. § 26. Rollkurven verschiedener Art. 311 

mudsen natürlich so rollen, daß sie sich in jedem Augen- 
blick in entsprechenden Punkten berühren. Aus der TJm- 
kehrung der Bewegung, oder indem man den Bückkehr- 
kreis direkt betrachtet, folgt dann sofort: BoUt * auf F 
ahj 80 dreht sich die Gerade Q immer um den in der Ebene 
von F festen PunJct P. 

Aus diesen allgemeinen Sätzen folgt eine ganze Eeihe 
von einzelnen Theoremen, die der Verfasser, wenigstens 
soweit sie sich auf die direkte Bewegung beziehen, zu- 
sammengestellt hat*®^). Wir wollen die hauptsächlichsten 
derselben hier anführen. Zunächst können wir mittels 
des Bonnetschen Satzes (Ifr. 214) den folgenden immer 
noch ziemlich umfassenden aussprechen: RoUt eine Sinus- 
Spirale vom Index n auf einer Bihaucourschen Kurve vom 
Index 2 M — 1 , so beschreibt ihr Pol die DireTctrix der 
letzteren; rollt die Bibaucoursche Kurve auf der Sinusspirale^ 
so dreht sich ihre DireTctrix um den Pol der letzteren. Da- 
bei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß die beiden rol- 
lenden Kurven auch die dem Habichschen Satze ent- 
sprechende Größenbeziehung haben. Ifur so sind auch 
die folgenden spezielleren Theoreme gültig. 

223. Eollt eine Pascalsche Schnecke auf einer Tro- 
choide, so beschreibt ihr Doppelpunkt die Direktrix der 
letzteren; diese Direktrix' dreht sich um den Doppelpunkt 
der Pascalschen Schnecke, wenn die Trochoide auf der 
Schnecke rollt. Soll ein Punkt in der Ebene eines Ejeises 
eine Gerade beschreiben, so muß der Kreis auf einer 
Delaunayschen Kurve rollen; artet der Kreis in eine Ge- 
rade aus, so wird die Delaunaysche Kurve zur Ketten- 
linie. Eollt eine Eosenkurve (Pseudorhodonee) auf einer 
geeigneten Ellipse (Hyperbel), so beschreibt ihr Knoten 
eine Achse des Kegelschnitts; diese Achse dreht sich um 
den Knoten bei der umgekehrten Bewegung. Wird die 
Eosenkurve zur Archimedischen Spirale, so artet der Kegel- 
schnitt in eine Parabel aus; die logarithmische Spirale 
muß auf einer Geraden rollen, damit ihr Pol eine Gerade 
beschreibe. Beim Abrollen zweier kongruenten Parabeln 
beschreibt der Brennpunkt der einen die Direktrix der 
anderen, die Direktrix der einen dreht sich um den Brenn- 



^«») Arch. Math. Phys. (3) 11, 1907, 307—314. 
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pnnkt der anderen (die vermittelnde Kurve, K ist hier 
eine Tschirnhausensche Kubik). EoUt eine Oalileische 
Spirale auf einer Tschirnhausenschen Kubik, so beschreibt 
ihr Pol diejenige Gerade, die im Pol der letzteren auf 
deren Symmetrieachse senkrecht steht, und diese Gerade 
dreht sich beim umgekehrten Bollen um den Pol der 
Galileischen Spirale (vermittelnde Kurve K ist hier eine 
Sturmsche Spirale, vgl. Nr. 194). 

Zusatz. Bollt <t> nicht auf F ab, sondern auf einer beliebigen an- 
deren Kurve A, so hüllt G eine bestimmte Kurve H ein (vgl. Fig. 153). 
Der momentane Berührungspunkt M.' auf Q ist der Fußpunkt des 
Lotes von dem Berührungspunkt 22 zwischen <t> und A . Dieser 



!l 




f&llt also immer, wenn wir statt <!> auf A die Kurve F rollen 
lassen, mit dem in der Ebene von F fest gedachten Punkte P der 
Fig. 152 zusammen. Daher ist die Enveloppe van Q, wenn aufh 
roUt, mit dem Orte von P, wenn F auf A roUt, identisch. Hieraus 
folgt zunächst die Bestätigung einer Reihe von Sätzen, die wir 
für Sinusspiralen und Bibaucoursche Kurven schon aufgestellt 
haben. Neu ist aber z. B. folgendes Theorem: BoJU eine Delau- 
naysche Kurve auf einem beliebigen Kreis (einer Geraden)^ so hOüt 
ihre Direktrix verschlungene oder gestreckte Epitrochoiden (Trochoiden) 
ein. Wird der Kreis gerade gleich dem Scheitelkreis des erzeu- 
genden Kegelschnittes, so reduzieren sie sich auf einen Punkt. 
Unter denselben Verhältnissen hiäU die Direktrix der Kettenlinie eine 
verschlungene oder gestreckte Kreisevolvente ein; wenn der Abstand 
des Scheitels der Kettenlinie gerade mit dem Radius des Elreises 
übereinstimmt, eine Archimedische Spirale "°). 
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V. ABSCHNITT. 
DIE METHODE DEB EOOBDINATENYEBWANDLÜNO. 

§ 27. Übergang von rechtwinkligen zu natürlichen und Polar- 

koordlnaten. 

224, Die Methode der Koordinatenverwandlnng als 
Hil&mittel, tun aus bekannten Kurven neue zu erhalten, 
ist uns nicht ganz fremd. Wir machten schon die Beob- 
achtung, daß jeder Kurve /(«, Ä) = eine Kurve /(a?, y) = 0, 
die sogenannte Mannheimsche Kurve, entsprach als Ort 
des Krümmungsmittelpunktes des jeweiligen Berührungs- 
punktes, wenn die erstere Kurve auf einer (Geraden rollt. 
Sehen wir alle unsere in natürlicher Oleichung gegebenen 
Kurven durch, so bemerken wir, daß diese zum Teil be- 
kannte (wie die Kettenlinien), zum Teil komplizierte (wie 
die Delaunayschen und Gesäroschen Kurven), uns nicht 
weiter interessierende Mannheimsche Kurven liefern. Wir 
werden aber auf einige beachtenswerte neue Kurven 
kommen, wenn wir einfache kartesische Gleichungen zu 
natürlichen Koordinaten transformieren, indem wir x = 8 , 
y = ^ setzen, also die Frage stellen : Welche OmnäJoirve K 
gehört zu einer Kurve K' mit der Oleichung /(o?, y) = 0, 
wenn man diese als Mannheimsche Kurve von K he- 
trachtet? 

Halten wir zunächst unter den ^ormalformen der 
Kegelschnittsgleichung Umschau, so sehen wir, daß uns 
nur noch die auf die Asymptoten bezogene Oleichung der 
gleichseitigen Hyperbel noch nicht vorkam. 

Ihr entspricht eine Grundkurve, die in natürlichen 
Koordinaten dargestellt wird durch 

(1) "Rs^aK 
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Da sich für den Tangentenwinkel ergibt T = jd8l^^s^l2a^j 
kann man (1) durch die beiden Gleichungen ersetzen 



(1*) 



Ä = a/y2T, 8 = ai2T. 



In rechtwinkligen Koordinaten ergibt sich hieraus sofort 
die Darstellung 

T r 

(1t)' x = -pl—=-dT. y=^—\—^ax. 



Die hier auftretenden Integrale sind unter dem Kamen 
der Fresnelschen Integrale bekannt und spielen in der 
Theorie der Brechung des Lichtes eine EoUe *''*). Von 

demselben Gesichts- 
punkte aus wurde die 
durch (1+) dargestellte 
Kurve von dem Phy- 
siker A. GORNU (1874) 
aufgestellt und stu- 
diert. Erst E. CesIro 
wies nach, daß bei 
dieser Kurve die Krüm- 
mung dem Bogen pro- 
portional, daß sie also 
mit der durch (1) dar- 
gestellten identisch ist. 
Er nannte sie »Klo- 
thoide« (xXdy&cOj ich 
spinne). Was ihre Ge- 
stalt betrifft, so hat sie im Anfangspunkt (r = 0, « = 0), 
gegen den sie symmetrisch ist, einen Wendepunkt. Der 
Krümmungsradius nimmt rasch ab, wird aber erst für 
8 = oo (t = cx>) zu Null. Daher hat die Kurve zwei 
asymptotische Punkte, deren Koordinaten a?o, y^ durch 
(1+) gegeben sind, wenn man dort die obere Grenze der 




Flg. 154. 



^^^) Bei Fbbsnbl, Oeuvres compUteSf t. I, S« 319, sowie in 
Vkbdkts Legons d'optique phyaique, 1. 1, S. 328 findet sich N&heres 
über diese Integrale. 
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Integrale unendlich groß werden läßt (Fig. 154). Dann 
sind aber die Integrale auswertbar. Es ist nämlich 

oo 





woraus man, wenn man links und rechts quadriert und 
dann EeeUes und Imaginäres einzeln Kuli setzt, 

a?o = yo = i«y^ 
erhält. 

225. E. CesIro hat eine sehr merkwürdige Eigen- 
schaft der Elothoide, die zudem für sie charakteristisch 
ist, angegeben ^''2). Es ist eine Eigenschaft der Bogen- 
schwerpunkte. Sind die Schwerpunktskoordinaten f , i^ , 
so hat man für einen vom Wendepunkt aus gemessenen 
Bogen von der Länge 8 

8 8 

8i=j(ßd8j 8f}=jyd8, 



also mit Hufe von (1*) und (1+) 

TT X t 



Integrieren wir in dem Ausdruck für f partiell, indem 

wir beachten, daß dx\2'fx =^ d{^) und daß der nach der 
oberen Grenze genommene Differentialquotient eines be- 
stimmten Integrals gleich dem Integranden ist (wo (p 
durch T ersetzt werden muß), so erhält man 



;r, 



^ = — / —d(p — 7= / cosrd 



also, wenn man dasselbe Verfahren auch auf den Ausdruck 
für rj anwendet, schließlich 

(2*) f = a? — Äsinr , r} =y — Ä(l — cost) . 

"«) Nouv. Ann. (3) 5, 1886, 511—520. — Die Parallelkurve 
der Klothoide hat der Verfasser diskutiert im Arch. Math. Phys. 11, 
1907,373/5. 
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Flg. 165. 



Die geometrische Interpretation dieses Eesultates sagt aus, 
daß der Schwerpunkt (f , t}) sich auf dem Krümmungs- 
kreis des Bogenendpunk- 
tes, und zwar im tie&ten 
Punkte desselben be- 
findet. 

Betrachten wir nun 
zwei von aus gemessene 
Bogen OPi = Si und 

OP2 = «2 («2 > «1) init 
den Schwerpunkten 81 

und 82 (Fig. 155), so liegt 
der Schwerpunkt 8 des Bo- 
gens PfPi auf 8182 so, daß 
882 r/Sg/Si = 81 :(«2 — «1) 
oder 881 : 882 = »2 • *i • 
Aus der Gleichung der Klotheide folgt aber 

82 is^ = %x%^ €^8^:0282. 

AUo üt der 8o7iwerptmJet 8 eine8 beliebigen Klothaidenbogens 
der äußere ÄhnliohkeiUptmTct der beiden Krümmung8Jcrei8e 
in den Endpunkten dee Bogene. 

Zusatz. Es sei angemerkt , daß die Klothoide schon von 
A. Pbtebs und K. 0. F. Ebausb (1835) in der Gleichungsform 
«> = 2 a' r betrachtet wurde. Wir überlassen es dem Leser, die 
einfachsten Gleichungen in «, r und ^, t zu untersuchen. Die 
meisten derselben fOhren auf schon behandelte Kurven; so stellt 
« = a T den Kreis, ^ = a r die gewöhnliche Kreisevolvente dar. 
Durch «T = a wird, wie wir schon gesehen haben, die Antiloga 
von £[rause, durch ^ r = a ihre Evolvente dargestellt. Über- 
haupt ist die Kurve /(«, t) = die Evolute der Kurve /(Ä, t) = 0. 
Näheres über die Gleichung /(«, t) = in Nr. 257 ff. 

226. Ein weiteres Beispiel der soeben angewendeten 
Koordinatentransformation sei die Kurve, deren Mann- 
heimsche Kurve die gewöhnliche Kettenlinie y == p ch(a?/p) 
ist, d, i. die Kurve mit der naturlichen Gleichung 



(3) 



« = p ch(«/p) = \v{^^^ + ^~'^^) • 



Wir wollen gleich sagen, daß auch diese Linie in der 
Mechanik eine EoUe spielt. Sie ist die Gleichgewichtsfigur 
für einen Faden, der an zwei Punkten aufgehängt ist, 
dessen Dicke aber so variiert, daß er an jeder Stelle der« 
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selben Spannung unterworfen ist. Sie heißt daher »Ketten- 
linie gleichen Widerstandes«. Für den Tarigenten- 
winkel ergibt die bekannte Formel 

(4) T = 2arctgc'/P — |ji , 
worans 

(4*) 8 = p logtg(iT + in) . 

Durch Einsetzen in (3) erhält man fei:ner 

(4t) « = ip [tg(iT + in) + ctg(iT + in)] 

oder schließlich 

(5) Ä cosT = p . 

^ Diese Gleichung drückt eine Eigenschaft unserer Kurve 
aus, die auch zu ihrer geometrischen Definition dienen 
kann. Sie lautet: Bei der Kettenlinie gleichen Wider- 
standes ist die ProjeMion des Krümmwngsradius auf eine 
feste Gerade konstant. Diese feste Gerade ist senkrecht 
zur Tangente im Anfangspunkte. 




Flg. 166; 



Dort hat der Krümmungsradins ein Minimum p , 
wächst mit s und t, bis er für t == ^n {s = cx>) unendlich 
groß wird. Gegen die Kormale des Anfangspunktes ist 
die Kurve symmetrisch. Ä, s und r wachsen wie bei 
der Kettenlinie. Doch ist ein großer Unterschied. Denn 
der Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten ergibt 

(6) X = pr y y = — p log cosr , 

so daß also x für r = ^n nicht unendlich wird. Die 
Kurve hat demnach die Parallelen in den Abständen 
+ipn von der y- Achse zu Asymptoten (vgl. Fig. 156). 
Dieser eine Zug muß aber, da mit weiter wachsendem t 
die Ordinate wieder die alten Werte annimmt, sich un« 
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endlich oft wiederholen, so daß die Kurve alle Parallelen 
zur y- Achse in den Abständen +^{2v + l)7z zu Asym- 
ptoten hat. ' All dies könnte anch direkt ans der karte- 
sischen Gleichung 

(6 ♦) y = —V l<>g ^os {xIp) 

gefolgert werden. 

227. Wir hätten noch eine ganze Familie von Kurven, 
die auf die zweima^l angewendete Weise aus ihren Mann- 
heimschen Kurven abzideiten wären. Wir meinen die 
Kurven mit der natürlichen Gleichung Ä = a^~ **«**, wo n 
eine beliebige Zahl sein mag. Die Mannheimschen Kurven 
dieser Familie haben die kartesische Gleichung y = a^-^af^ 
und heißen konsequenterweise »höhere Parabeln und 
Hyperbeln« oder kurz »binomische Kurven«. Aber 
wir haben auch letztere selbst noch zu untersuchen. Nun 
kann man aber diese binomischen Kurven aus einer an- 
deren Familie, die wir schon, wenigstens in ihren Haupt- 
verta^etern, besprochen haben, den binomischen Spiralen 
Q = aO^ durch eine ganz ähnliche Transformation ableiten, 
indem man nämlich nur die Polarkoordinaten mit recht- 
winkligen vertauscht, also etwa Q = y , 6 = xjr setzt, wo- 
bei r gleich der Maßeinheit genommen werden kann*''^). 
Auch dieser Transformation, die wie die vorige zunächst 
rein analytischer Natur ist, kann ein geometrisches Bild 
untergelegt werden. Wir betrachten sie aber besser von 
rückwärts und setzen 

(7) X = r e y y = Q . 

So betrachtet, ist die Transformation eine Abbildung der 
{Xj y)-Ebene auf die {q, Ö)-Ebene, wo die Parallelen zur 
y- bzw. a?- Achse übergehen in die Geraden durch den Pol, 
bzw. die konzentrischen Kreise um denselben. Dabei 
bleiben die Längen in der Eichtung der y-Achse erhalten, 
während die Längen in der Eichtung der o?- Achse desto 
mehr verkleinert (vergrößert) werden, je näher (ferner) 
der Punkt der a?- Achse selbst, die sich auf den Pol re- 
duziert, ist. Dazwischen ist offenbar eine. Parallele y = rj ^ 
auf welcher die Längen gleichfalls erhalten bleiben. !pem 

*") Diese Transformation wurde schon von Vabignon, M^m. 
Ac. Paris 1704, Paris 1722, ajusführlich betrachtet. 
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Punkte {f} , f ) entspricht nun der Punkt {q = rj , 6 = f /r) . 
Der vom Punkte ö = aus gemessene Kreisbogen hat 
die Länge ^f/r, die nur dann mit f identisch ist, wenn 
f} =r wird. Man kann also die Transformation, (7) so 
auffassen, daß man die Parallele y =r der (o?, ^)* Ebene 
auf den Kreis q = r aufwickelt, also gleichsam die Peri* 
pherie dieses Kreises als Abszissenachse*''*) benutzt, in- 
dem man dabei die Ordinaten senkrecht zur Peripherie 
aufträgt, ohne sie in der Länge zu verändern. Hat dann 
die Kurve der {x , y)-Ebene eine Parallele zur a?- Achse als 
Asymptote, so besitzt die Bildkurve einen asymptotischen 
Kreis, im Falle der o?- Achse selbst einen asymptotischen 
Punkt. 

228, Da ferner eine beliebige Gerade (X(c + ßy + y = 
in eine Archimedische Spirale ocrO + ßg + y =^0 übergeht, 
so wird eine beliebige Asymptote 
der Grundkurve, die keine Achsen- 
parallele ist, in eine asymptotische 
Archimedische Spirale übergehen. 
Entsprechend sahen wir schon bei 
den Pseudozykloidalen, daß sie loga- 
rithmische Spiralen als Asymptoten 
haben, da ocs + ß^ + y = immer 
eine logarithmische Spirale darstellt, 
sofern nur oc ^0 und ^8 ^^ ist, Fig. «7, 

was wir auch hier annehmen müssen. 
Gerade, Archimedische und logarithmische Spirale ent- 
sprechen sich also in den drei Koordinatensystemen der 
(^ 7 y) > (Qj ö) und (Ä , 8). Ebenso sind die gleichseitige 
Hyperbel (sy = a^ y die hyperbolische Spirale q 6 = a 
und die Klothoide ^ « == a^ in derselben Weise verwandt, 
ferner die Exponentialkurve y = a e*/* , die logarithmische 
Spirale Q = ae^ und die Evolvente der Antiloga Ä == a€^l% 
auch die Kettenlinie, die Summenspirale und die Ketten- 
linie gleichen Widerstandes, um nur bekannte Kurven an» 
zuführen. 

Von diesem Gedanken ausgehend, wollen wir also aucl^i 
den Familien in rechtwinkligen und natürlichen Koordi- 

"*) Der Gedanke einer beliebigen Kurve als Abszissenachse 
ist durchgeführt z. B. bei M. Pbtbovioh, ötzgsb. böhm. Ges. Prag 
1898. . 




320 V. Abschnitt. Methode der Koordinatenverwandlung. 228,229. 

naten näher treten, die den binomischen Spiralen q = ad^ 
entsprechen. Da uns aber dies einige Zeit in Anspruch 
nehmen wird, möchten wir zuvor noch die Frage zu be- 
antworten suchen, ob auch für den Übergang von Polar- 
koordinaten zu naturlichen Koordinaten, oder umgekehrt, 
eine geometrische Unterlage geschaffen werden kann. 

229. Zu diesem Zwecke werden wir die Kurve /(Ä , «) = 
auf einem Kreise vom Eadius r statt auf einer Geraden 
rollen lassen und ebenso wie dort den Ort des Krümmungs- 
mittelpunktes für den jeweiligen Berührungspunkt suchen. 
Legen wir durch den Anfangspunkt {s = 0) eine Polarachse 
und nehmen den Mittelpunkt des Kireises als Pol, so 
ist dieser Ort in Polarkoordinaten gegeben, wenn wir in 
/(« , «) = die Substitution 

(8) qt^Q — r, s^re 

vornehmen. Wir erhalten also die Kurve f(Q — r , r ö) = 
als »verallgemeinerte Mannheimsche Kurve« *''^) der 
abrollenden Kurve. Ihre Konchoide vom Pol aus mit dem 
Zwischenstück r ist erst diejenige mit der Gleichung 
/fe > r ö) = . Lassen wir also Kurven mit möglichst ein- 
- facher natürlicher Gleichung auf dem Kreise rollen, so 
entsprechen ihnen als verallgemeinerte Mannheimsche 
Kurven nicht die einfachsten Formen in Polarkoordinaten, 
sondern deren Konchoiden. Will man die in Polarkoordi- 
naten einfachsten Kurven selbst erhalten, so ist es nötig, 
auf dem Kireise vom Badius r Kurven mit der Gleichungs- 
form /(Ä + r , «) = rollen zu lassen, die wir »natürliche 
Konchoiden« der Kurven /(Ä, ») = nennen wollen. 

Die Anwendung dieser Begriffe auf unsere bekannten 
Kurven verleiht einigen Konchoiden erhöhtes Interesse. 
Wir erhalten sogleich den Satz: Rollt eine logaritJiinüche 
Spirale auf einem Kreise, so beschreibt das jeweilige Krüm- 
mungszentrum des BerührimgspunJctes eine Archimedische 
Spirale; in der Tat ist jede Konchoide der letzteren mit 
ihr 'Selbst kongruent, wie auch alle natürlichen Koncho- 

*'^) So wurde sie vom Verfasser genannt. S. die Abhdlg. 
„ Über eine Verallgeineinerung des Begriffes der Mannheim sehen Kurvet* 
in Math..nat. Mitt. Württemberg (2) 9, 1907, 1-9. Gleichzeitig be- 
faßte sich; unabhängig davon, mit demselben Ort P. Ebkst, Mtsh. 
Math. Phys. 18, 1907, 315/6. 
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iden der ersteren mit der ursprünglichen Spirale kongruent 
sind. Das Abrollen der Klothoide fuhrt zur Konchoide 
der hyperbolischen Spirale als verallgemeinerter Mann- 
heimscher Kurve, die Kreisevolvente ^ = '^2a8 ergibt die 

parabolische Spirale q ^'^2ar0 + r (eine Konchoide der 
Fermatschen Spirale), die Antiloga ^ = s^la eine Galile- 
ische Spirale q = r^ 6^ ja + r . Die spezielle Galileische 
Spirale Q = r^ 6^ ja ergibt sich als verallgemeinerte Mann- 
heimsche Kurve, wenn man die natürlichen Konchoiden 
der Antiloga, das sind die Kettenlinien, insbesondere die 
gewöhnliche Kettenlinie und die Pseudokatenarien auf dem 
Kreise rollen läßt. Die Kurven müssen nur eventuell mit 
der konkaven Seite gegen den Kireismittelpunkt gewendet 
abrollen. Läßt man die Evolvente der Antiloga ^ = ae^l^ 
auf dem Kireise rollen, so er- 
halt man als verallgemeinerte 
Mannheimsche Kurve die sog. 
» Konchospirale« ^ = a e*"*"/* + ^ > 
die Konchoide der logarithmi- 
schen Spirale. 

230. Fragt man schließ- 
lich nach Kurven, deren ver- 
allgemeinerte Mannheimsche 
Kurven bekannte Konchoiden 
seien, so werden vor allem die 
interessieren, welche der Kon- 
choide des Kikomedes und der 
Pascalschen Schnecke entspre- 
chen. Die beiden Polarglei- 
chungen lauten q = a/cosö + f 

und ^==acosd-f r. Es handelt sich also um die beiden 
Kurven, die in gewissem Sinne zueinander reziprok sind 




no. 168. 



(9) 



{ 



Ä = a/cos(«/r) , 
Ä = acos(«/r) . 



Indem wir ihre Diskussion dem Leser überlassen, bemerken 
wir nur, daß die erstere je nach dem Verhältnis rja ver- 
schiedene Formen annimmt, deren einige in Fig. 158 ge- 
geben sind, während die andere etwa die Gestalt von 

WnELUTHEB, Spezielle ebene Euryen. 21 
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Fig. 159 hat ^^^). Die Mannheim sehe Kurve der letzteren "^ 
ist die Sinuslinie. 




Flg. 169. 



Zusätze. 1. Es ist nicht ohne Interesse; auch den Ort des 
Auges der logarithmischen Spirale zu verfolgen , wenn diese auf 
einem Kreise rollt. Es beginne die Rollbewegung mit dem Pol 
in A {OA = r) und erfolge, wenn die Spirale mit der konkaven 

Seite abrollt, im Sinne des Uhr- 
zeigers (Fig. 160). Ist nun die 
Spirale bis zum Berührungs- 
punkt B fortgeschritten, so 
möge ihr Auge in P, der zu 
B gehörige Ejrümmungsmittel- 
\ punkt in C liegen. Schneidet 
man CF mit der Tangente von 
B in A^, so ist BA^-= btcBAj 
gleich dem abgerollten Bogen 
der Spirale. Also ist 

BCIBA'=Bl8=-x, 

d. i. konstant. Die Gerade A^C 
ist demnach gegen die Normale 
A'B der von A^ beschriebenen 
Kreisevolvente unter dem kon- 
stanten Winkel a = arctg;< ge- 
neigt und hüllt folglich eine 
Evolutoide (Nr. 125, Beisp. 2) der Kreisevolvente, d. i. wieder eine 
ELreisevolvente ein. Nun ist aber P der momentane Berührungs« 




Hg. 160. 



^''^ Über die bestimmten Integrale, auf die die Bestimmung 
der "Wendepunkte der ersten, sowie der asymptotischen Punkte 
der zweiten führt, siehe die Bemerkungen von Lbboh und Ejlptetk 
im Int. math. 14, 1907, 155/60. 

^'^ Diese Kurve tritt auf als Bahnkurve des Berührungs- 
punktes einer Kugel mit einer Ebene, wenn die drei Trägheits- 
momente der Kugel verschieden sind, ihr Schwerpunkt aber im 
Mittelpunkt liegt und noch eine besondere Bedingung erfüllt ist. 
Vgl. E. Stüblkb, Habil.-Schrift Stuttgart 1906, 36/39. 
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punkt von A'Q mit der Enveloppe. ÄUo beschreibt der Pol P eine 
gewöhnliche Kreiaevohente. Die Rechnung ergibt für ihren zu- 
gehörigen Kreisradius r = rsin«; ihr Grundkreis hat natürlich 
denselben Mittelpunkt 0, ihre Anfangsrichtung ist gegen OA 
um den "Winkel x = — (^ + ctg« — ^n) gedreht^"). 

2. Dem Übergang von kartesischen zu Polarkoordinaten 
kann auch eine räumliche Grundlage gegeben werden. Es sei in 
der (x, y) -Ebene eine Kurve q *=/(ö) gegeben. "Wir erteilen 
jedem Punkte dieser Kurve dieselbe Schraubenbewegung um die 
j?- Achse. Dann wird eine Schraubenfiäche allgemeiner Art ent- 
stehen, deren »Normalschnitt« unsere Kurve ist. Den »Meridian- 
schnitt« , durch dessen Sohraubung die Fläche ebenfalls erzeugt 
werden kann, erhalten wir, indem wir für jeden Punkt der Grund- 
kurve die Schraubung bis zu einer Ebene fortsetzen, die mit der 
{x, 2r)- Ebene den Winkel tp einschließt. Der Punkt mit den 
Koordinaten g, 6 geht hierbei in den Punkt a5 = ß cosv, y = eBintp, 
z= — r{%p — 6) über, wo r durch die Ganghöhe ausgedrückt 
werden kann. In der (x , 2r)-Ebene (tp = 0) hat man also für den 
Meridianschnitt die Gleichungen a? = ^ , z = r6 , die wegen q =f(&) 
in X =/{zlr) übergeht. Wir können also sagen: Ist F(x, z) *^ 
der Meridianschnitt einer Schraubenfiäche, so ist F(q, rd) = Q ihr 
Nörmalschnitt^''^). Setzt man e=/(rö) + r, so wird x=/(z)-{-r, 
was durch eine Parallelverschiebung der (y, ;8r)-Ebene in x*^=f(z) 
übergeht. Halten wir diese beiden Gleichungen mit *Ä ==f(s) 
zusammen, so können wir sagen: Ist die verallgemeinerte Mann- 
heim sehe Kurve einer Kurve K Normalschnitt einer Schraubenfläche, 
so ist die Mannheimsche Kurve von K Meridianschnitt derselben 
Schraubenfläche, 

231. Wir wollen nun die Familie der Kurven mit 
der natürlichen Gleichung 

(10) « = «!-««", 

wo n eine rationale Zahl sei, in Kürze untersuchen. 
G. PiRONDiNi nannte sie » Pseudospiralen »i«^). Für 
den Tangenten Winkel erhält man, den Fall n = l (loga- 
rithmische Spirale) ausgenommen, 

i 

(10*) r = fllr^ n ^'7i n - 


"^ S. den Aufsatz des Verf. S. 4. Der Satz wurde schon 
von G. B. AntY aufgestellt, Trans. Cambr. math. Soc. 1827, S. 277. 

"») E. DupOBOQ, Int. math. 8, .1901, 313; G. Lobia, Bibl. 
math. 7, 1906, 67/68; P. Ebnst a. a. 0. 

"<>) Joum. Sc. Math. Ooimbra 15, 1905, S. 145—173. 

21* 
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Hieraus ist zu ersehen, daß . für n < 1 im Anfangspunkte 
8 = auch T = ist. Dieser ist also jedenfalls kein 
asymptotischer Punkt. Es ist aber zu unterscheiden 
zwischen 0<n<l, wo Ä = 0, und n<0, wo Ä = oo wird. 
Da aber diese Werte vielfache Wurzeln der Gleichung (10) 
sind, ist der Schluß, daß im ersten Falle eine Spitze, 
im zweiten ein Wendepunkt auftrete, unberechtigt. Man 
kann nur behaupten, daß die Kurve im ersten Falle eine 
Berührung niedrigerer Ordnung mit der Tangente habe, 
im zweiten eine solche höherer Ordnung. In der Tat 
ist hier 

l^P^ ^ o «t = 7i -lim . . ^ = -jzr ;-7; rliDa-i — — 

Ja;^-« 2 — fi Ax^-^ (2 -- n) (1 — n) Jas-« 

1 ,. «« a«-i ^ ^ 



(2 — n) (1 — n) « (2 — n) (1 — n) 

d. h. Ay wird zu Null wie Aa^-^j also niedriger als Ax^ 
für 0<n<l (« = 0) und höher als Ja?« fürn<0 (« = oo). 
Ist nun erstens n der Quotient einer geraden Zahl durch 
eine ungerade, so nimmt Ä , wenn s durch geht, wieder 
dieselben Werte an und die Kurve verhält sich im An- 
fangspunkt wie in einem gewöhnlichen Punkte {Ay ändert 
das Zeichen nicht mit Ax). Ist aber zweitens n der 
Quotient von zwei ungeraden Zahlen, so wechselt 9, 
wenn 8 durch geht, das Zeichen (also auch Ay j wenn 
Ax negativ wird) und die Kurve hat im Anfangspunkte 
eine Inflezion. Drittens kann n auch noch durch den 
Quotienten einer ungeraden durch eine gerade Zahl dar- 
gestellt werden. Dann gibt es für jeden positiven Wert 
von 8 zwei gleiche, durch das Zeichen zu unterscheidende 
Werte von ^, während für negative 8 Ä imaginär wird 
(für jedes positive Ax existieren zwei durch das Zeichen 
voneinander verschiedene Werte von Ay). Der Anfangs- 
punkt ist eine Spitze. 

232. Es sei nun zunächst < n < 1 , so wird für 
^ = oo T = cx> und ^ = oo . Die Kurven gehen also in 
spiraligen Windungen ins Unendliche. Ihre beiden Zweige 
schließen im Anfangspunkt nach der vorhin gegebenen 
Unterscheidung wie bei einer gewöhnlichen Kireisevolvente, 
die zu den vorliegenden Kurven gehört (n = ^) , wie bei 
einer Archimedischen oder einer Fermatschen Spirale an« 
einander. 
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Wenn n < wird, hat man für s = oo auch t = cx> , 
aber ^ = . Es treten also asymptotische Punkte auf, 
die die Koordinaten haben 

oo oo 

(11) a?o = (l — n)i-«a/T^^-«cosTdT , yo=(l— n)i-«a/Ti-«sinTdT . 



Diese Integrale lassen sich durch die /"-Funktion aus- 
drücken. Man hat nämlich ^^i) 

oo oo 

n 



/oosr , 71 Csinx , 





also etwa 

71 



a?o == (1 — n)^"**« 



ä'-(j^)- "- 



2(1 -n) 



Dieser Ausdruck geht nach der Formel F(/w)/'(l — fi) 
^ njwifin^^^) über in 

« ''^(l r) sin "^ 

2 w sin jTÄp r 

2 (1 — ■ n) 

und schließlich erhSlt man 



(11*) 






COS 



sm 



2(1 — n) ' 



2(l-n) ' 

Die Entfernung jedes der asymptotischen Punkte vom 

Anfangspunkt ist also (1 — ny-^aTy __ ^ 1 , die Eichtung 

nach dem asymptotischen Punkt bildet mit der Tangente 
des Anfangspunktes den Winkel 7r/2(l —n). Nach der 
obigen Unterscheidung schließen die zwei Zweige im An- 
fangspunkt aneinander wie bei der Klothoide (n = — 1), 
wie bei einem Zweig der Fig. 159 oder wie in Fig. 161. 



*") a. z. B. bei E. Cbsabo, Algebr. Anal. S, 781. 
"«) Ebd. S. 396. 
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Zwischen den beiden betrachteten Formen steht für 
n = der Kreis. Für n = l kommt mm die logarithmische 

Spirale. Sobald n > 1 , wird nach (10*) für 
^ = T = oo , also ist für n ^ 1 im An- 
fangspunkte ein asymptotischer Punkt. 
Während aber die logarithmische Spirale 
mit unendlich vielen Windungen ins Un- 
endliche geht, nehmen die Pseudospiralen 
für 8 == oo eine bestimmte Eichtung an, da 
'' ^ ■ für « = oo T = wird. Um zu untersuchen, 

ob eine Asymptote vorhanden ist, bilden wir 




oo 



~"j « "" (n— 1)8^-1 9 



dann ist die Entfernung p des asymptotischen Punktes von 
der Tangente im unendlich fernen Punkte gegeben durch 



oo ^ oo 



p =i^wixdr = (n — ly-^^ajx'^^-^Wixäx . 



Ersetzt man an der unteren Grenze^ wo die Integral- 
funktion unendlich groß wird, sinr durch x , so sieht man, 

daß dort das Integral sich wie lx~^^-^dx verhält, also 

n — 1 ^^ 
wie s-T«""^ . Dieser Wert und damit p ist für t = 

nur endlich für n > 2 ; es wird dann 

Die Pseudospiralen trennen sich also für n > 1 wieder 
in zwei Familien. Für 1 < n ^ 2 haben sie zwei Zweige 
ohne Asymptoten, die nach den obigen drei Unter- 
scheidungen verschieden gegeneinander angeordnet sein 
können (Fig. 162). Ob die asymptotischen Punkte nicht 
etwa vereinigt sind, läßt sich aus der bloßen Gleichung 
nicht ersehen. Für die Antiloga (n = 2) erkannten wir 
dies durch einen Grenzübergang. Wird n > 2 , so haben 
die Pseudospiralen eine Asymptote. Es gibt wieder 
dreierlei Formen (Fig. 163). 



233. 



§ 27. Pseudospiralen. 



327 



233. Die Pseudospiralen genießen die Eigentfimlichkeit, 
daß ihre Evoluten (und also alle sukzessiven Evoluten) 
Kurven derselben Art sind. Denn die oft angewendeten 
Gleichungen s = ^, M = ^d^jäs ergeben aus (10) 



(12) 



« 



l-w 2«-l 

na n s n 



als Gleichung der Evoluten. Man findet z. B. als Evolute 

der Antiloga Ä = 2a"^«*. Das ist, obwohl die Antiloga 
selbst den in der Art verschiedenen Exponenten f hat, 
doch eine Kurve desselben Typus wie die Antiloga, da 
sich die Formen (a) und (c) der Fig. 162 mangels einer 
Asymptote nicht unterscheiden lassen. Als Evolute der 




Ajy. 



Flg. 162. 





fcj 



Flg. 168. 



Klothoide ergibt sich Ä = — a"*«^. Das ist ersichtlich 
eine Kurve der Art (&) in Fig. 163 mit Asymptote. Und 
zwar sieht man dies nicht nur aus der Lage der asym- 
ptotischen Punkte, sondern auch aus dem unendlich fernen 
Punkt. Denn für den Übergang von positiven zu nega- 
tiven Werten von s durch oo , der hier stattfindet, gelten 
dieselben Eegeln, die wir in 'Nt, 231 für den Übergang 
durch 8 = aufgestellt haben. Daß man hier den un- 
endlich fernen Punkt als Wendepunkt, im Falle (a) der 
Fig. 163 aber als gewöhnlichen auffassen muß, da 9 im 
ersten Falle das Zeichen wechselt, im zweiten nicht, kann 
nicht befremden, da zu der (üblichen) umgekehrten Auf- 
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fassnng, die ans projektiven Anschauungen erwuchs, keine 
Veranlassung gegeben ist^®**). 



§ 28. U^-Korven. 

234. Nunmehr wollen wir uns zu den »binomischen 
Kurven« mit der kartesischen Gleichung 



(1) 



y = a^'^af^ 



wenden. Es mögen aber, der Allgemeinheit wegen, die 
zugrunde . gelegten Achsen schiefwinklige sein mit dem 

Achsenwinkel co . Da jedoch 
der Gebrauch dieser Achsen, 
obwohl sie in der Praxis häu- 
fig auftreten, in den modernen 
Lehrbüchern ganz vernach- 
lässigt wird, müssen wir erst 
einige einschlägige Formeln 
au&tellen. Es sei r wie immer 
der Tangentenwinkel, C die 
Länge der Tangente vomjtur- 
venpunkt P bis zum Schnitt- 
punkt B mit der a?-Achse, <5 
die^f Subtangente BA (die schiefe Projektion von C auf 
die a?-Achse; vgl. Fig. 164). Dann ist, wenn dyjdx = y' 
gesetzt wird ^ 




Flg. 164. 



sinr 



^ sin(a> - r) ' 

Da infolgedessen 

1 + y'cosco 



woraus tgr = 



y'sincü 



COST = 



yi + 2y'cosa> + y'2' 
so ergibt sich 

(2) 



smT = 



1 + y'cosö) * 



y'sinö) 



yi + 2y'cosö) + y'* ' 



y "sin CO 



dx 



dx 1 -f 2y'cosa> + y'^ 



is>*) E. OesIbo, der in seinem Buche die natürlichen^Koordi- 
naten zum Ausgangspunkt nimmt; kann infolgedessen gar nicht 
auf den Begriff »unendlich ferne Gerade« kommen und faßt das 
Unendliche als Punkt auf. 
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Außerdem ist ds^ = dx^ + dy^ + 2 dxdy cosco , oder 

ds 
(3) J^ 

Durch Division von (2) in (3) erhält man 



= (l + 2y'cosö> + y'*)*. 



(4) 



« = 



(l + 2y'cosö> + y'2)* 



y''sinö> 



8 



Wie man sieht , geht diese Formel für (o = ^7i sofort in 
die für rechtwinklige Koordinaten über. Ferner hat man 
S:y = Bin{(o — r): sinr und mit Hilfe des obigen Wertes 
von y' 
(5) J = yly' . 

Ebenso ergibt sich für die Tangente 
Da nun in unserem Falle 

so wird nach (5) 

(7) J= x/n , 

also die Tangente ohne wei- 
teres konstruierbar. Aus (5) 
und (6) erhalt man 

yi + 2y'oosö> + /*= ^/cT, 

und wenn man diesen Wert 
in (4) einsetzt 

^= - 

n{n — l)ai-«ic«-2 cjSgijjQ, 




(n — l)y JBinco 

Daraus wird nun, unter Benützung von (6) 

n ^ n 



(8) 



« = 



•«'. 



n — 1 c^sinT n — 1 

Hiernach läßt sich ^\ und also auch Ä, sofort kon- 
struieren. Man ziehe A II BP (0 auf der MTormale), dann 
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ist P0 = c5'sinT. Nun verbinde man B mit C und. 
errichte BD±BO (D auf PC), dann ist PD^'R'^^^). 
Indem man Ä' mit nl{n — 1) multipliziert, erhält man 
Ä der Länge, nicht immer der Eichtung nach. Diese 
geht aber aus der Gestalt der Kurve ohne weiteres hervor. 
235. Für den Verlauf der Kurve (1) ist zwischen den 
Werten n^O zu. unterscheiden. Es kann dann — wir 
betrachten zunächst nur rationale Werte von n — auch 
immer Inl > 1 vorausgesetzt werden, also wenn wir 




Flg. 166. 

|w| =plq setzen, p> q. Denn dem Werte q/p des Ex- 
ponenten entspricht dieselbe Kurve mit vertauschten Ko- 
ordinatenachsen. Ist nun n > 0, so hat die Kurve (»höhere 
Parabel«) in jedem Falle einen im Anfangspunkt (mit der 
a?- Achse als Tangente) beginnenden, gegen die a?-Achse 
konvexen, aufsteigenden Ast im ersten Quadranten. Der 
zweite Ast liegt symmetrisch gegen den ersten in bezug auf 
die y -Achse im Falle (a) (Typus des gewöhnlichen Punktes 
im Ursprung), in bezug auf den Anfangspunkt im Falle (&) 

"») F. DiNGBLDBY, Zeitschr. Math. Phys. 54, 1906, 89. Eine 
andere Konstruktion gab F. Kosoh, ebd. 45, 1900, 165. 
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(Typus des Wendepunktes), in bezug auf die o;- Achse im 
Falle (c) (Typus der Spitze), nach den bei den Pseudospiralen 
(!N"r. 231) gegebenen Unterscheidungen (vgl. Fig. 166). 

Außer im Falle n = 2 (gewöhnliche Parabel) ist der 
Anfangspunkt immer ein singulare! Punkt, für n = 3 
(y = a"^a?^; »kubische Parabel«) ein gewöhnlicher Wende- 
punkt (Liniensingularität), für n = f {y^ = a~^ x^ ; feilsche 
Parabel) eine gewöhnliche Spitze (Punktsingularität). Fig. 166 
gibt die genannten drei Kurven wieder. In allen anderen 
Fällen ist der Anfangspunkt eine höhere Singularität, die 
aus den eben angeführten fundamentalen Singularitäten 
kann zusammengesetzt gedacht werden. 

236. Um diese Analyse des Anfangspunktes wirklich 
vorzunehmen, schreiben wir zunächst, n = p/q setzend, 
Gleichung (1) in der Form 

(9) y = xxPl^, \p>q] 

wo X = a^^-py^ zu denken ist. Die Kurve ist von der 
Ordnung p , der singulare Punkt heißt von der Ordnung q , 
weil eine beliebige durch ihn gehende Gerade (z. B. die 
^-Achse) dort q koinzidierende Schnittpunkte mit der 
Kurve hat^®*). Für die Klasse des Zweiges kann man 
zwar einem allgemeinen Satze die Zahl p — q entnehmen, 
wir wollen aber doch, auch aus anderen Gründen, gleich 
die Linienkoordinatengleichung der Kurve au&tellen. Da 
nur die a?- Achse singulär ist, d.i. die Gerade u = 0, 
to = j setzen wir die Koordinate i? = 1 . Man hat nun 
die Gleichung der Tangente an (9) zu bilden (laufende 
Koordinaten f, 17): 

— f xna^-^ + f] + {n — l)y = , 

wo piq = n gesetzt ist. Diese ist zu vergleichen mit 

^u -\- rj -{-w = , 
So ergibt sich 

u = —xnaf^-^ , w = {n — l)y , 

woraus man mit Hilfe von (9) die gewünschte Gleichung 
erhält 

(10) pPw^-^ = (-l)^g*Ö> - if-^dP-^'uP 



184 



) Vgl. für das folgende des Verf. Aü^, K.-, Abschn. VII. 
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oder kurz 



p 



(10*) w = x'uP-9. 

Diese Oleichnng zeigt, daß die Klasse der Kurve ihrer 
Ordnung p gleich ist und gibt für die Klasse des singu- 
lären Punktes wirklich p—q, d. h. es fallen p—q Tangenten 
der Kurve, von einem Punkte der aj-Achse aus, in die 
singulare Tangente. 

237. Um nun die Zahlen d bzw. q der Doppelpunkte 
und Spitzen festzustellen, die der singulare Punkt absorbiert, 
muß man zuerst den sogenannten »Diskriminantenindexc 
7 = 2 ^ -|- 3 ^ suchen, d. i. die Zahl, um die die Klassen- 
zahl p(p — 1) der ohne Punktsingularitäten gedachten 
Kurve sich durch den Einfluß des singulären Punktes 
verringert. Man denkt sich zu diesem Zwecke den Zweig 
in q Partialzweige zerlegt, die den g**" Einheitswurzeln 
entsprechen. Diese kann man also schreiben, wenn ^ = 1 

y^ = xx^l^j y^^xex^l^, y^^xe^x^l^, ..., y^=^x^-^x^l^ . 

Jeder dieser Zweige schneidet jeden anderen in p/q Punk- 
ten, da Vi — yk'^^^ a?P/«(e*"^ — c*"^) . Die Multiplizität des 
Schnittes der Kurve mit sich selbst in diesem Punkte ist 
folglich iq{q — 1) • pjq = ipfe — 1) . Das Doppelte dieser 
Multiplizität ist dier Diskriminantenindex. Wir haben so 
7 = p(g — 1) und da man weiß, daß ^ = g — 1 , so ergibt 
sich a = |ö>-3)(«-l). 

Nennt man d^ und ^' die Zahl der Doppel- und 
Wendetangenten, die in der o?- Achse vereinigt liegen, so 
erhält man entsprechend nach (10*) 

r=2/(p~3~l), Q'-p-q-l. (J'=i(p-3)(p-«-l). 

Beisp. Ist g = 1 (n eine ganze Zahl), so ist der Anfangspunkt 
eine reine LiniensiDgularität, ist p = 9 + 1 (n von der Form 
1 + ^l9)f ^i^^ reine Punktsingularität. Wir sahen dies schon 
an der kubischen bzw. Neilschen Parabel. Als weitere Beispiele 
wollen wir die Parabeln der vierten und fCLnffcen Ordnung neh- 
men. Es gibt zwei solche vierter Ordnung, die »Flachparabel« 
y = a-^x^ (q^=2, S^= 1) und die »Spitzparabel« y = a"*a?* 
(^ = 2 , d = 1), die mit den Auflösungen des Flach- und Spitz- 
punktes in den Fig. 167 und 168 wiedergegeben sind. Auch hier 
ist die erste Singularit&t eine reine Linien-, die zweite eine bloße 
Punktsingularit&t. 



237, 238. 
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Von der 5. Ordg. hat man 4 Parabeln, deren Singiüaritäten 
im Ursprung zu je zweien einander polarreziprok entsprechen 
(vgl. Fig. Iß9). Es sind (a) die »Wendeflachparabel« (y = a""*a5*; 
^'=3y j^s^S, Liniensingularität) und (b) die »Bückkehrspitz- 

parabel« (y = a"^a3*, ^ = 3, ^ = 3, Punktsingularität), femer 
(c) die »Bückkehrflachparabel« {y = a~^a:^; ^ = 5 = 1 , q'== ö'= 2) 
und (d) die »Wendespitzparabel« {y=a'^x^; Q^d = 2, Q^=.d^=l) . 
Die beiden letzteren Singularitäten sind gemischter Art^^"). 




Flg. 167. 



Fig. 168. 




Flg. 169. 

238. Der singulare Anfangspunkt, bzw. sein I^s- 
kriminantenindex ; = p(j[ — 1) . ist natürlich noch nicht 
imstande, die allgemeine Klassenzahl p{p —-i) auf die 
wirkliche p herabzudrücken. Unsere Kurve hat aber auch 

^"*) Der Leser sei darauf aufmerksam gemacht, daß die von 
DB GüA (s. P. Saübbbbok, Afiol, Gern, nach de €hua, Leipzig 1902, 
28 — 86) gegebenen Auflösungen dieser Singularitäten zum Teil 
nur der Reduktion des Geschlechtes der Kurve, nicht aber der 
Reduktion der Klasse entsprechen, welche die Singularität ver- 
ursacht. 
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den tmendlich fernen Punkt der y- Achse, für welchen 
X = nnd z = ist, als singulären Punkt. In der Tat, 
homogenisieren wir Gleichung (9), so ergibt sich y^z^-'^=xx^ 
und wenn wir y = 1 setzen, d. h. durch Projektion die 
a?-Achse mit der unendlich fernen Geraden vertauschen, 



(11) z = x'xP-9. 

Hieraus ersieht man, daß dieser Punkt ein singulärer 
Punkt gleicher Art, wie der Anfangspunkt ist. Ja noch 
mehr; da (11) mit (10*) in den Exponenten übereinstimmt, 
können wir sagen: Die Singularität des unendlich fernen 
Punktes ist die zu der des AnfangspunTctes reziproke. 

Polarisiert man demnach unsere binomische Parabel 
in bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt, so entsteht 
eine Kurve derselben Ordnung (Klasse) mit den nämlichen 
zwei Singularitäten. Legt man einen Kegelschnitt zu- 
grunde, der die Gleichung ocx^ + ßy^ +1 = hat, so 
lauten die Transformationsformeln 

'&u = (KXj '&v = ßy, ^w = Zy 

und es kann demnach durch passende Wahl von oi und 
ß erreicht werden, daß die Kurve zu sich selbst polar- 
reziprok ist. 

Aus (23) ergeben sich in Analogie zu den beim An- 
fangspunkt gegebenen Formeln für die unendlich ferne 

Singulimtät die Zahlen j = p(p — q — 1), Q = p — q — 1 , 

^ = iÖ>-3)(p-3-l),^'=«-l,ä'=iö>-3)(«-l). 

Nun ist j + j =^p{q— l) + p(p — q — 1) = p(p — 2) die 
Gesamtreduktionszahl für die Klasse. Diese muß also 
werden p(p — 1) — p(p-— 2) = p, wie oben direkt gezeigt 
wurde. Femer ist die Summe aUer einfachen Punkt- 
singularitäten Q + d + Q + d = {q — 1) + ^(p — 3) {q — 1) 
+ Ö>-«-l) + iÖ>-3)(p~«-l) = (p-2) + i(p-3) 

(p-2) = i(p-l)(p-2). Für die Summe ^'-fi'-f^'+^J' 
ergibt sich dieselbe Zahl. Also ist die binomische Kurve 
rational. Dies ist übrigens selbstverständlich, da man 
statt (9) setzen kann 

(12) a? = t«, y = |/5^tP. 



238, 239. 
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Beisp. Vom projektiven Standpunkt aus sind nach dem 
obigen die Flach- und Spitzparabel; sowie je zwei der Parabeln 
6. Ordnung nicht verschieden. Denn es ist nur 
die Lage ihrer zwei singulären Punkte jedesmal 
vertauscht. Fig. 170 gibt das Bild einer Pro- 
jektion der Flach- (oder Spitz-) Parabel ins End- 
liche. Das Achsenkreuz mit der unendlich fer- 
nen Geraden wird zu einem Dreieck, auf welches 
als Koordinatendreieck bezogen die Kurve die 
Gleichung hat 

«Uo iCu ^— A X-t t 




Flg. 170. 



239. Es ist nun noch der Fall ins 
Auge zu fassen, daß in Gleichung (1) der 
Exponent n negativ, etwa =—plq [p>q] ist. Dann 
haben wir es mit »höheren Hyperbeln« von der 
Gleichung ^ p+g 

(13) x^ y = a ^ 

zu tun. Führen wir aber wieder z ein, so kann man die 

Gleichung schreiben 

(13*) a?Py* = aP+*2?p+S 




Flg. 171. 

der wir, je nachdem wir w oder y = 1 setzen, die beiden 
Formen geben können 



p+g 

y =z xZ 9 



X 






d. h. wir haben eine Kurve der (p + q)^^ Ordg. , die in 
den unendlich fernen Punkten der Achsen singulare Punkte 
der g*®*^ bzw. p**^ Ordg. hat mit der a?- Achse, bzw. der 
y-Achse als Tangenten (Asymptoten). Die drei charak- 
teristischen Formen sind demnach entsprechend der immer 
benützten Einteilung die der Fig. 171, denen die Gleichungen 



r.2 



2 «/ ^ /tS 



r3 == /f S 



a?y = a=, a?*y = a", xy'* = a 
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entsprechen. Bei höheren Kurven entfernt sich, je nach- 
dem die Berührung flach oder spitz erfolgt, die Kurve 
mehr oder weniger von der Asymptote. Man kann hier- 
nach jede höhere Hypei:bel in eine höhere Parabel pro- 
jizieren, indem man nur den einen unendlich singulären 
Punkt ins Bndliche verlegt i^®). 

240. Bevor wir aber dazu übergehen, die in Frage 
stehenden Kurven vom rein projektiven Standpunkte aus 
zu betrachten, wollen wir noch einige Worte über die 
Quadratur und Eektifikation der binomischen Kurven 
selbst sagen. Sieht man vom Exponenten n = — 1 ab, 
so ergibt sich für die Fläche 

X 

Dieses Eesultat läßt sich leicht interpretieren, besonders 
für den Fall n > , wo a?o = 3^0 = genommen werden 
kann. Ist n < , so hat an der Stelle a?o = ^o = das 
Integral nur für |n| < 1 einen Sinn; dafür kann es aber 
bis Xq=^(x> erstreckt werden, wenn |n| > 1 ist. Man wird 
sofort bemerken, daß die integrierbare unendlich sich aus- 
dehnende Fläche immer zu der flachen Stelle der Kurve 
sich hinerstreckt. 

Bezüglich der Eektifikation muß man sich auf recht- 
winklige Achsen beschränken, um überhaupt auf integrable 
Fälle zu stoßen. Unter dieser Voraussetzung wird 

Dies Integral gehört zu den binomischen, deren Differentiale 
von der Form «^{a + hxf^ydx sind. Man weiß, daß solche 
Differentiale integrierbar sind 1. wenn v eine ganze Zahl 
ist, 2. wenn {X + l)//i oder 3. wenn {X + 1)1 fi -f v eine 
ganze Zahl y ist. Die erste Bedingung ist hier nicht er- 
füllt. Für die zweite muß, da i = , 1/(2 n — 2) = y , 
also n = 1 + 1/27 sein; für die dritte findet man ebenso 
n = 1 + 1/(2^ — 1). Wenn also n von der Form l + l/y 
ist, wo ()f irgend eine ganze Zahl (>1) bedeutet, ist die 
binomische Kurve (durch algebraische bzw. logarithmische 

^••) Die höheren Hyperbeln heißen auch, wegen ihrer Ver- 
wendung in der Thermodynamik »poly tropische Kurven«. 
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Funktionell) rektifizierbar. Das ist nach dem obigen 
dann der Fall, wenn der Anfangspunkt eine reine Punkt- 
singularität ist. 

Die einfachste und am frühesten erkannte Kurve 

dieser Art ist die Neilsche Parabel^®'') für g = 2:y = a'^x^ . 
Für ihren Bogen ergibt sich 



8 



-/l/' + M^' = W-{(' + T-f)'-l}- 



Sie ist also algebraisch . rektifizierbar. Abgesehen von 
einer interessanten mechanischen Eigenschaft ist sie auch 
als Evolute der Parabel bemerkenswert^®®) (vgl. Nr. 267, 
Beisp. 3). 

24 !• Wir wollen nun in Gleichung (1) den Exponenten n 
im allgemeinen als irrational voraussetzen. Dann stellt 
die Gleichung transzendente Kurven i®^) dar, deren I^ähe- 
rungskurven die bisher besprochenen algebraischen Kurven 

sind. So ist z. B. für die Kurve y x^ = konst. die al- 
gebraische Kurve y a?^»** = konst. eine Näherungskurve. 
Es ist dies die sogenannte »Adiabate«, die für zweiatomige 
Gase (z.B. Luft) das Poissonsche Gesetz pt?* = konst. 
veranschaulicht. Legen wir dann die drei Seiten des 
Fundamentaldreiecks ins Endliche, so können wir die 
Kurven schreiben x\xl = xx%^^ oder 

(14) x^xlxl — x, 

mit der Bedingung p + q + r = 0, die ohne weiteres durch 
die Homogeneität der Koordinaten geboten ist. Diese 
allgemeinen Kurven nun spielen eine bedeutende EoUe 
in der Lehre von den projektiven Transformationen. Wir 
wollen dies dem Leser wenigstens in den Grundzügen klar 
zu machen suchen. 



^*T Neils Entdeckung wurde 1659 von Wallis veröflfentlioht. 
Dasselbe fanden ungefähr zu gleicher Zeit Fbbmat und Hbubaet. 

***) Den Übergang von den Evoluten der Mittelpunkfcskegel- 
schnitte zur Parabelevolute hat der Verf. genauer studiert. S. 
Zeitschr. math. nat. ünterr. 37, 1906, 249/62. 

^»•) Von Leibniz wurden Funktionen mit der Variablen als 
Basis, aber, einem irrationalen Exponenten, als »interszendent« 
bezeichnet. Die fraglichen Kurven heißen daher auch »inter- 
szendente Parabeln und Hyperbeln«. 

WiBLBinrKR/ Spezielle ebene EuryeiL 22 
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Denken wir uns einen Punkt P(li, fs» h) ©iner 
Ebene -4, auf die wir eine projektive Transformation C 
ausüben, durch welche P in P^ übergeht. Dann können 
wir von P aus nach vor- und rückwärts eine unendliche 
Kette (»Iterationsfplge«) von Punkten ^^o) konstruieren, 
die durch beliebig oftmalige Anwendung von C nur unter 
sich vertauscht werden. Denn während P in Pj überging, 
ging zu gleicher ZeitPj in Pg , P2 in P3 usw. über. P 
entstand andererseits aus einem Punkte P_i, P.j aus einem 
Punkte P_2 usw. Diese Kette wird sich im allgemeinen 
nicht schließen, d. h. wenn nicht besondere Umstände ob- 
walten, wird für positives oder negatives ganzzahliges l 
Px nicht mit Pj, also auch mit keinem anderen Punkte 
der Kette zusammenfallen. Andererseits können die 
Punkte Pi auch nicht die ganze Ebene erfüllen. Denn 
durch die projektive Transformation wird jedem Punkte 
nur eine Fortschreitungsrichtung zugeordnet. Von jedem 
Punkte Q der Ebene, der nicht gerade mit einem der 
Punkte Pi zusammenfällt, nimmt also eine neue Kette 
ihren Ausgang. All diese Ketten werden durch die 
Transformation C und ihre Wiederholungen in sich über- 
geführt. 

242. Nun gibt es fünf Klassen von linearen Trans- 
formationen in der Ebene ^^^), wobei 1. die drei Seiten 
und Ecken eines wirklichen Dreiecks unverändert bleiben, 
2. wo zwei Seiten und damit auch zwei Ecken des ge- 
nannten Dreiecks zusammenfallen und also nur eine 
(Doppel-) Gerade und auf ihr ein (Doppel-) Punit sowie 
noch ein Punkt auf der Geraden und eine Gerade durch 
den Punkt fest bleiben, 3. wo ein (dreifacher) Punkt und 
eine durch ihn gehende (dreifache) Gerade die festen 
Elemente sind, 4. wo ein isolierter Punkt und eine Punkt- 
reihe (Zentrum und Achse der Perspektivität) unverändert 

"^ Siehe F. London „O&er eine besondere Art konvergenter 
Funktfolgen'', Jhrsb. Dtsoh. Math.-V. 11, 1902, 274/80. 

"^) S. für^ das folgende die grundlegende Arbeit von F. Klein 
und S. LiB „Über diejenigen ebenen Kurven^ welche durch ein ge- 
schlossenes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen 
Transformationen in sich übergehen**, Math. Ann. 4, 1871, 50 — 84, 
sowie die ausfOhrliohere Darstellung in Lib-Soheffebs „ Vorlesungen 
über kontinuierliche Gruppen'*, Leipzig 1893, von Ö. 22 an, bes. § 4 
des m. Kapitels. 
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bleiben, ö. wo ein Punkt und eine ihn enthaltende Punkt- 
reihe fest sind. 

Mmmt man im ersten Falle das Dreieck der Doppel- 
elemente zum Fundamentaldreieck, so kann die Trans- 
formation geschrieben werden 

Hier sind a?i , x^j coi die Koordinaten des aus P (f i , f 2 > f s) 
entstehenden Punktes P^ . Wendet .man nun dieselbe 
Transformation noch einmal an, so werden die Koordinaten 
des aus Pj hervorgehenden Punktes P2 

<==öc2fi, xi'=ß^S,, xi^^yH^. 

Durch A-malige Wiederholung kommt man so zu dem 
Punkte Px , dessen Koordinaten wir einfach a?i , a?2 , x^ 
nennen wollen. Es ist 

(15) i»i = ÖC^fi, X2=ß^S2y Xji=^fSs' 

Diese Gleichungen stellen die ganze Kette dar, die den 
Punkt P enthält, wenn man nur für X alle positiven und 
negativen ganzzahligen Werte (0 eingeschlossen) einsetzt. 
Nun kann man aber aus den Gleichungen (15) X eliminieren, 
indem man beachtet, daß nur die Verhältnisse der Koordi- 
naten eintreten dürfen. Dann ergibt sich 

log^ - log| = Alog-^ , log^ - log| =- Xlogjr , 
und wenn man log« >> »i , log/? = «g , logy = «5 setzt 

(«2 - «j) log -J^ - («1 - «,) log ^ 

= K -- Äs)log^ - (äi - as)log-|- j 
woraus 

und schließlich 

(16) icf*-^*x^*-^^x^^-<** = f««-«« fj«"«» f Ji-^ = X 

folgt, welche Gleichung in der Tat mit (14) übereinstimmt. 
Wir haben also eine Kurve der schon erläuterten Art, 
die Projektion einer interszendenten binomischen Kurve, 

22* 
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als Ort für alle Punkte der durch (15) dargestellten Kette. 
Aber diese Kurve enthält auch alle Punkte, die den 
nichtganzzahligen Werten von X entsprechen, alle Punkte, 
die aus (15) hervorgehen, wenn wir X stetig die Werte 
von — oo bis +cx> durchlaufen lassen. Die Gleichung (15) 
stellt dann ein System von linearen Transformationen dar, 
das die Eigenschaft hat, daß irgend zwei Transformationen 
des Systems (die z. B. den Exponenten X^ , i^ entsprechen) 
in beliebiger Eeihenfolge ausgeführt, immer dieselbe eben- 
falls dem Systeme angehörende Transformation (vom Ex- 
ponenten li + X2) ergeben. Nach den Lieschen Begriffs- 
bestimmungen heißt dieses System von Transformationen die 
»kontinuierliche eingliedrige projektive Gruppe«. 
243. In (15) ist auch eine Transformation enthalten, 
die den Punkt P nur unendlich wenig verschiebt. Wir 
erhalten sie, wenn wir X unendlich klein annehmen, also 
etwa gleich dX setzen. Da nun z. B. % = f^ • e*^ ^**«* 
= fi(l + dXlogcK +...), so wird 

(17) dfi = diloga-fi, df2 = dilog)8-f2 , dSs^dXlogyi^ 

und es ergibt sich die Differentialgleichung 



(17*) 



d^i dfg ^^8 



filoga fglogi^ Ss^ogy ' 



deren Integralkurven gerade wieder die Kurven (16) sind. 
Indem wir die unendlich kleine Transformation der Gruppe 
zugrunde legen, die man durch (17) definiert denken 
kann und 4iese unendlich oft auf den Punkt P wirken 
lassen, geht unsere ursprüngliche Kette in die stetige 
Bahnkurve (16) über, wo x vom Ausgangspunkte abhängt. 
Wir können also sagen, indem wir für die Kurven (16) 
gleich den liTamen W- Kurven, der in Nr. 248 erläutert 
werden wird, einführen: Die W -Kurven sind die Bahn- 
Tcurven der eingliedrigen Jcontinuierlichen projektiven Trans- 
formciitionsgruppe. 

Führt man in (17) rechtwinklige Koordinaten ein: 
a? = li/fs ) y = fg/fs , so geht die Differentialgleichung über 
in die folgende 

dx dy 



(18) 



»logO'/a) ylogiyjß)' 
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Diese ist ein Spezialfall der Jakobi scheu gewöhnlicbea 
Differentialgleichung erster Ordnung i»*) 



(19) 



dx äy 
X y \ 
L M N 



^Ldy — Mdx + N{ydx — x dy) = , 



wo JD , M , N lineare Ausdrücke in x, y sind. Der Unter- 
schied zwischen (18) und (19) ist nur der, daß in (18) 
X = 0j y = 0, z = die Seiten des Fundamentaldreiecks 
sind, während diese in (19) noch linear von Ly My N 
abhängen. Da aber eine beliebige lineare Transformation 
unsere infinitesimale 'Transformation nur wieder in eine 
andere derselben Art überführt, genügt es (18) zu inte- 
grieren und die erhaltenen (binomischen) Kurven ^beliebig 
zu projizieren, um die allgemeinen W- Kurven (16) zu 
erhalten. 

244. Über den Verlauf dieser allgemeinen W-Kurven 
müssen wir uns aber doch erst näher informieren. Dazu 
können wir die Gleichung (16) benutzen, wenn wir nur 
über die Größenverhältnisse der oci eine Voraussetzung 
machen. Es sei nun in (15) oc> ß'^ y, also in (16) 
«1 > «2 > ^8 > dann kann man die Gleichung schreiben, 
indem man nur positive Exponenten anwendet 

(20) X^~^» 0^1-*« = X OE^'^ . 

Die Kurve geht also durch die Ecken aji = , a?2 = 
und a?8 == , x^ = Q und da nach unserer Voraussetzung 
der rechtsstehende Exponent größer ist als die beiden 
linksstehenden, sind x^ = (i und x^ = die Tangenten in 
den beiden Ecken. Dieser Schluß ist berechtigt, da er 
für die beliebig genau zu nehmenden algebraischen Kähe- 
rungskurven gilt. Ist x positiv, der ursprüngliche Punkt 
J^(fi> ^2» h\ ^Iso im Innern des Fundamentaldreiecks, 
so wird die Kurvengleichung (20) bei irrationalen Werten 
der Exponenten für negative Koordinatenwerte nicht er- 
füllt sein, denn (— l)'* = e'*^* = cos(/A7r) + isin^M^r) kann 
nur für ganzzahlige Werte ' von fx reell werden. Die 
TF-Kurven endigen also im allgemeinen in den beiden 

"") Joum. 1 Math. 24, 1842, 1—4. 
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Koordinatenecken Ä^ Ä^ (vgl. Fig. 172). Es ist das der 
Zug, der dem im ersten Quadranten liegenden der al- 
gebraischen binomischen Kur- 
ven entspricht. Der andere 
entsprang ja auch lediglich 
daraus, daß wir einer Wurzel 
ein doppeltes Vorzeichen bei- 
legten oder die Potenz einer 
negativen Basis bildeten. Das 
erste verbietet sich hier, da 
Flg. 172. ' die Exponentialfunktion ein- 

deutig genommen werden muß. 
So können für alle reellen Werte X von — cx> bis +oo 
aus (15) nur positive Koordinatenwerte hervorgehen, und 
zwar entspricht i = +oo der Ecke A^, X = —oo der 
Ecke A^ . Die beiden Punkte heißen Grenzpunkte der 
Iterationsfolge PP^ .... 

Zusatz. Wir müßten nur sehen , ob negative Koordinaten, 
also Punkte der Kurve außerhalb des Dreiecks Ä^^^, Ä^y Ä^, nicht 
etwa für komplexe Werte von X auftreten können. Dies ist in 
der Tat der Fall. Es zeigt sich aber, daß dann die Kurven al- 
gebraisch sein müssen. Die außerhalb liegenden Zweige erhält 
man aus dem der Fig. 172 , indem man diesen von Ä^ oder A^ 
(wenn die Ordnung ungerade), bzw. von Ä^ (wenn die Ordnung ge- 
rade) aus mit der zugehörigen Gegenseite als Achse unter Zu- 
grundelegung des Doppelverhältnisses — 1 perspektiv abbildet. 
Nähere Ausführungen siehe bei CesIbo, S. 132/5. 

245. Für den im Dreieck liegenden Zweig sind nur 
zwei Punkte P, P^ zur Bestimmung nötig. Denn damit 
ist die den Punkt P in P^ überführende Transformation 
und die ganze von P ausgehende Kette von Punkten ge- 
geben und konstruierbar. Wir erhalten den Punkt Pg , 
indem wir folgende zwei Doppelverhältnisgleichheiten her- 
stellen (Fig. 173) 

(A^A^j A^P2J A^Pij A^A-iJ "TS. {A^A2j -A3P1, -0.3 P, ^3^^), 
{A1A2J A^Pij A1P2J A^A^) 7^ (-4.1-4.2, AiPj -^iPi> -^i-^s) • 

Dies gelingt folgendermaßen: Man ziehe durch A2 zwei 
Hilfsgerade G , T , verbinde A^ mit P und Pj und fixiere 
die Schnittpunkte E, B^ auf A1A2 und Jf , M^ auf f. 
M^R gibt auf A^A^ einen Punkt 0. Verbinde dann 
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• 

mit i?i und den Schnittpunkt von OB^ mit F, den 
Punkt Jf 2 mit Ä^ , dann enthält A^ Jfg den gesuchten 
Punkt Pa . Denn es ist 

(A3JI2, JI3 Jfg, JI3 Jfi, A^Ä^) 7^ (OJI2, OJtfg, OJfi, 0^) 

7^ (-^3-0-2? -A3-ßi, A^Mj A^Ai). 

Ebenso schneide man auf der anderen Seite ^[2^3 ^^^ ^ 
durch A^P und A^P^ bzw. in Ä , Äj und ^1 , ^2 > 1^®- 
stimme durch JT^Äi den Punkt 0' auf A^Jlg , durch O'N^ 
den Punkt 82 auf J.2^3 , dann liegt P2 auf A^/Sa- Es 
ist klar, wie sich mittels der Punkte 0^0' und der Ge- 




Flg. 173. 

raden G , f die Konstruktion nach vor- und rückwärts 
beliebig fortsetzen läßt. Auch kann auf ganz ähnliche 
Weise zu jedem Punkte Q die entsprechende Kette ge- 
zeichnet werden. Es ist auch leicht zu ersehen, wie sich 
das Verfahren modifiziert, wenn etwa A^ oder A^ oder 
auch beide im Unendlichen liegen. Den Beweis aus 
der Gleichung heraus zu fuhren, überlassen wir dem 
Leser. 

246. Dasselbe Verfahren gilt natürlich auch für die 
Konstruktion einer algebraischen höheren Parabel oder 
Hyperbel, wenn zwei Punkte der Kurve und das Achsen- 
system bekannt sind, nicht aber der Exponent. Kennt 
man den letzteren, so genügt es, einen Punkt Po(^o> ^o) 
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der Kurve anzugeben (Fig. 174). Ist der Exponent zu- 
nächst positiv ganzzahlig, so 
findet man durch folgende Kon- 
struktion beliebig viele Punkte 
der Kurve yjy^ = (a?/i»o)* • Es 
sei L irgend eine Parallele zur 
^- Achse, die der Abszisse x 
entspricht. Man schneide L 
mit OPq in P^, ziehe P^Bj 
parallel zur o;- Achse (alle Bi 
auf der Ordinate von Pq) , 
Schneide L mit B^ in P^ , 
ziehe P2P29 schneide L mit 
OB2 in P3 usw., so ist P« der 
auf L liegende Punkt der ge- 
suchten Kurve. Denn heißen wir y^ die Ordinate des 
Punktes Py, so ist wegen ähnlicher Dreiecke offenbar 




Flg. 174. 



X 



yn = -zryn-i 



X„ 



I x\2 I xY 



yo 



Setzen wir die Konstruktion nach oben fort, indem wir 
-Po^-i parallel zur a?- Achse ziehen (P_< auf L), durch 
OP_i auf der Ordinate von Po den Punkt P_i bestimmen 
und mit P_i wie mit Po verfahren, so ist für den so er- 
haltenen Punkt P^n 

y-n = -fy -n^i = (-f) y-»+2 = • • . = (^) yo , 

also . X / \« 



d. h. P_n ist ein Punkt einer binomischen Hyperbel mit 
dem Index -— n. 

Die Punkte der Kurven mit gebrochenem Exponenteh 
p/q erhält man folgendermaßen. Man mache die Kon- 
struktion wie vorhin bis zum Punkte Pp . Durch diesen 
ziehe man eine Parallele zur a?-Achse und nehme auf ihr 
den Schnittpunkt mit Pp _ , , das ist der gesuchte Punkt Ppj^ . 
In Fig. 175 findet der Leser ein Beispiel dargestellt. Man 
hat hier zunächst, wenn x die Abszisse von Pp/y ist, 



ypi9^(-^)yp-9' 
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Außerdem ist natürlich 

Vp-Q = [-^j Vo j ypiq[= Vp] = (— ) yo • 

Also ergibt sich 

p-q 



Vo 
und schließlich 



= (^).(^V-'=(A).(i^) 



P. 



Da dies für positive und negative q gilt, ist auch die 
Konstruktion für negative gebrochene Exponenten geleistet. 




Flg. 17B. 

Belsp. Wenn in der Darstellung (15) der allgemeinen W-Kurven 
die Konstanten a , ß , y mit den Längen a^ , a, , a, des Funda- 
mentaldreieoks identisch sind, so kommt der Kurve des ganzen 
Systems (16), die durch den Einheitspunkt ^i : ^2 • ^s = 1:1:1 der 
Koordinaten geht, die geometrische Bedeutung zu, daß sie alle 
Punkte enthält, deren Koordinaten irgendwelchen Potenzen der 
Seitenlängen des Fundamentaldreiecks proportional sind. Ins- 
besondere wurde diese Kurve für den Fall betrachtet, daß der 
Schwerpunkt des Grunddreiecks der Einheitspunkt ist, die Ko- 
ordinaten also baryzentrische (auch Flächen- oder Arealkoordinaten 
genannt) sind. G. db Longohamps nannte sie »Dreieckspotential - 
kurve (potentielle triangulaire)« *"). Die Kurve enthält femer 
den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, für den A = 1 ist 
und den Lemoineschen (oder Grebeschen) Punkt, den Schnittpunkt 



1» 



>) Mathesis 6, 1886, 246/8. 
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der Gegenmittellinien, für welchen X = 2 ist^^^). In allen Fällen 
berührt die Dreieckspotentialkurve die größte und kleinste Drei- 
ecksseite in den Endpunkten der Seite mittlerer Länge. Sie ist 
nur dann algebraisch, wenn die Logarithmen der Längen der Drei- 
ecksseiten in einem rationalen Verhältnis stehen. 

247. Wenn wir nun aus der Definition der W-Kurven 
heraus uns anheischig machen, allgemeine Sätze über die- 
selben abzuleiten, so ist vorauszubemerken, daß wir jedem 
Satze, der sich auf die Lage von Punkten bezieht, einen 
dualistischen gegenüberstellen können, der über die Lage 
gewisser Geraden etwas aussagt. Denn wir sahen schon 
bei den binomischen Kurven, dq;ß sie zu sich selbst polar- 
reziprok waren in bezug auf einen geeignet zu wählenden 
Kegelschnitt. Dieser Kegelschnitt geht hier in einen solchen 
über, der das Pundamentaldreieck zum Polardreieck hat. 
Suchen wir die Eeziproke in bezug auf irgend einen solchen 
Kegelschnitt K , so wird aus der W-Kurve jedenfalls wieder 
eine W-Kurve desselben Systems, da sich nur die Kon- 
stante H ändern kann. Wir können nun aber auch gleich 
behaupten: Berührt der Kegelschnitt K die W-Kurve, so ist 
ihre Polarreziproke mit ihr selbst identisch. Denn der Tan- 
gente des Berührungspunktes entspricht dieser Berührungs- 
punkt selbst. Durch ihn kann aber keine zweite W-Kurve 
des Systems gehen außer der zu transformierenden. 

Da dieser Satz natürlich für jede spezielle W-Kurve 
gut, so läßt sich z. B. für jede Kubik mit Spitze (und Wende- 
punkt), die sich ja immer in der Form schreiben läßt 
a?i a?3 = Hix^ (etwa für die Kissoide des Diokles), eine ein- 
fach unendliche Zahl von Kegelschnitten angeben, in be- 
zug auf jeden von denen die Kubik zu sich selbst rezi- 
prok ist. 

248. Denken wir uns nun an irgend eine der W-Kurven 
des Systems in einem Punkte P die Tangente T gezogen, 
so schneiden alle anderen W-Kurven des Systems auf T 
eine gewisse Punktreihe ^ aus. Lassen wir nun P ver- 
mittels der infinitesimalen projektiven Transformation in 
seinen benachbarten Punkt P' übergehen, T also in die 
benachbarte Tangente T', so wird T' von den übrigen 



194> 



') Über die Begriffe der neueren Dreiecksgeometrie s. z. B. 
das Buch yon A. Emmebioh, Die Brocardschen Gebilde usw. Berlin, 
G. Beimer; 1891. 
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W-Kurven des Systems in einer Punktreihe ^' geschnitten, 
die offenbar aus ^ durch dieselbe Transformation entstand. 
Daher ist ^ 7^ ^ . Weil aber durch Wiederholung der- 
selben Transformation T immer andere Lagen TW ein- 
nimmt, während alle W -Kurven in sich übergehen, so sind 
alle auf TW durch die Kurven des Systems ausgeschnittenen 
Punktreihen ^W vk^. Zu den Punkten von ^W ge- 
hören natürlich auch die Schnittpunkte mit den drei Ko- 
ordinatenseiten; denn das Fundamentaldreieck zählt als 
ausgeartete W-Kurve des Systems. Demnach erhalten 
wir den speziellen Satz: Das Doppelverhältnis 6 des Be- 
rührungspunktes P der Tangente T einer W -Kurve und der 
drei Schnittpunkte von T mit den Seiten des Fundamental- 
dreiecks ist konstant auf der ganzen Kurve und für jede 
Kurve des Systems dasselbe. Der letztere Zusatz ergibt 
sich daraus, daß durch eine projektive Transformation 
mit demselben Fundamentaldreieck die W-Kurven des 
Systems nur unter sich vertauscht werden. 

Es ist nach dem vorigen klar, daß wir auch gleich 
den dualistischen Satz aussprechen können: Das Doppel- 
verhältnis d^ einer Tangente T einer W- Kurve und der drei 
von ihrem Berührungspunkte P nach den Ecken des Funda- 
mentaldreiecks gehenden Geraden ist für die ganze Kurve 
konstant und für alle Kurven des Systems dasselbe. Daß 
außerdem d^ = d ist, kann man aus einer Figur sofort ent- 
nehmen ^^5). 

Wir wollen ferner aus unserem anfänglichen allgemeinen 
Ergebnis noch folgende spezielle Umkehrung herauslesen: 
Bestimmt man auf jeder Tangente T einer W-Kurve einen 
Punkt Q , der mit den drei Schnittpunkten von T mit den 
Seiten des Fundamentaldreiecks ein bestimmtes Doppelver- 
hältnis i bildet, so beschreibt Q eine andere W -Kurve des- 
selben Systems. Dazu haben wir die dualistische Umformung: 
Konstruiert man in jedem Punkte P einer W-Kurve zu den 
drei Geraden PA^ , PÄ2 , PA^ eine vierte U , die mit den 



*®^) Die Konstanz dieses Doppelverhältnisses (= Wurf) bewog 
P. Klew, die Kurven TT-Kurven zu nennen. Aus demselben Grunde 
wurden sie von Halphbn »anharmonische Kurven« genannt (im 
Äppendice zu Salmon-Chemin, Traite de geom. anal^^) S. 587). Die 
Konstanz dieses Doppelverhältnisses ist natürlich charakteristisch 
für die W-Kurven, 
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drei anderen ein hestimmtes Doppelverhälinis i^ Mldet, so 
umhiittt U eine W-Kurve desselben Systems, 

Ans den Sätzen dieser Nnmmer wollen wir nnr noch 
einen Schluß ziehen. Legt man von irgend einem Punkte 
der Ebene an das System der W-Kurven die Tangenten, 
und seien die Berührungspunkte B^B'j B^' usw., so ist 

{BA^ , BA^ , BA^ , BO) t^ {B'A^ , B'A^ , B'A^ , B'O) 

7^ {B''A^ , B"A^ , B''A^ , B''0) 

usw. Also liegen alle Beriihrtmgspunlcte B , B' , B'' mit 
und den drei Fundamentalecken in einem Kegelschnitte. 
Analog ergibt sich der Satz: Legt man in allen Schnitt- 
punMen einer Geraden mit dem System der W -Kurven die 
Tangenten B , B% B'' usw., so umhüllen diese Tangenten einen 
Kegelschnitt, der und die drei Fundamentalseiten berührt. 

All diese Sätze sind auch leicht aus der Gleichung des 
Systems der W-Kurven in Punkt- oder Linienkoordinaten 
abzuleiten. 

249. Es ist eine der für uns interessantesten Be- 
merkungen F. Klein s, daß zu den W-Kurven der be- 
sprochenen Art auch die logarithmische Spirale gehört. 
Deswegen, weil all die merkwürdigen Selbsterzeugungen 
dieser Kurve als Evolute, Polarreziproke, Fußpunktskurve 
usw. aus ihrer Eigenschaft als W-Kurve, bzw. aus den für 
allgemeine W-Kurven geltenden Sätzen entspringen. Wir 
brauchen in der Tat nur zwei der Fundamentalpunkte in 
die imaginären Kreispunkte J und J' zu legen, um zu 
sehen, daß dann das oben d' genannte Doppelverhältnis 
einer Kurventangente T und der drei Geraden PO, PJ, PJ' 
von ihrem Berührungspunkte P nach den^ Ecken des Fun- 
damentaldreiecks gemäß der Laguerreschen projektiven 
Definition des Winkels ^^^) übergeht in den Winkel (OP, T) , 
die W-Kurven eines Systems also in Linien, welche die 
von ausgehenden Strahlen unter konstantem Winkel 
durchsetzen, das sind die logarithmischen Spiralen mit kon- 
stantem Steigungswinkel ix . Der Satz ist aber so wichtig, 
daß wir ihn auch ohne Benutzung der Laguerreschen 



*•*) Der Winkel ist nach LAaüERBB [Nouv. Ann. 12, 1858, 57 
= Oeuvres 2, 6] gleich dem Produkt aus |« in den Logarithmus 
des erwähnten Doppelverhältnisses. 
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Winkeldefinition ans den Formeln (17) für die infinitesi- 
male Transformation ableiten wollen. Setzen wir f^ = ^,+iyi 
fg « a? — i y , loga = u + iv j log^S = « — 1 1? , logy = 1 , 
so wird 

dx + idy = dX[ux — vy + i{vx + ^y)] , 
hieraus 

ldx:=dX{ux--:vy) 

\ dy = dX{vx + uy) , 
also 

dx^ + dy^ « dX^{u'^ + v^ {x^ + y^ 
oder 

(22) dQ = i%^^^^'QdX. 

Diese Gleichung für sich zeigt eine infinitesimale Ähnlich- 
keitstransformation mit dem Anfangspunkte als Pol an. 
Außerdem ist 

^^ 'jz "^TZ — :;;r > ^^ ~z: » 

ax ux — vy x 

also 

tgT — tgö V 



tgi" = tg(T — ö) = 



1 + tgTtgö t* ' 



demnach konstant. Die Gleichungen (21) stellen also tat- 
sächlich eine infinitesimale spiralige Transformation dar. 
Aber wir können auch die kartesische Gleichung der 
logarithmischen Spirale ohne Schwierigkeit auf die Normal- 
form der Gleichung der W-Kurven bringen. Aus der Para- 
meterdarstellung in I^r. 167 geht hervor 



X c«» 



x-iy = -^^^ {^(-i") + X 6<') = A' e(''+*)» . 

Daher ist 

(23) {x-\-i yf-^'^ix — i y)*'"** =- konst. 

die kartesische Gleichung der logarithmischen Spirale. 

250. Gemäß dieser Auffassung geht die allgemeine 
Konstruktion der W-Kurven aus zwei Punkten und dem 
Fundamentaldreieck über in die Konstruktion der loga- 
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rithmischen Spirale aus zwei Punkten und dem Auge 
mittels ähnlicher Dreiecke. 

Auch die endlichen Transformationen C, die das 
jetzt zugrunde gelegte Fundamentaldreieck unverändert 
lassen, sind Ähnlichkeitstransformationen mit als Pol, 
verbunden mit einer Drehung um 0, Wir wissen, daß 
durch C die Kurven des Systems nur vertauscht werden. 
Daher sind alle logarithmischen Spiralen mit demselben 
Steigungswinkel ähnlich. Wir können aber C so wählen, 
daß ein Punkt P{q) in einen beliebig zu wählenden 
Punkt P'(^0 übergeht. Die Spirale S durch P geht dann 
in die Spirale S' durch P' über. Lassen wir nun aber 
P'(^') auf 8 selbst rücken, so geht 8 infolge von Cq in 
sich selbst über, 8' kam durch bloße Eotation mit 8 zur 
Deckung. Jede logarithmische Spirale ist also in hezug 
auf das Auge zu sich selbst ähnlich so zwar, daß irgend 
zwei ihrer Punlcte P und P' als homolog gesetzt werden 
"können. Alle logarithmischen Spiralen mit demselben Steig- 
winlcel sind demn^ich kongruent. 

Die logarithmische Spirale muß ferner zu sich selbst 
reziprok sein in bezug auf einen Kegelschnitt, der im 
Auge seinen Mittelpunkt hat und dessen unendlich ferne 
Punkte zu den Kreispunkten harmonisch liegen. Das 
kann nur sein, wenn die Asymptoten aufeinander senk- 
recht stehen. In bezug auf jede sie berührende gleichseitige 
Hyperbel mit dem MittelpunTct im Auge ist also die loga- 
rithmische Spirale zu sich seihst reziprok. 

Einen Punkt, der mit den drei Schnittpunkten einer 
Tangente T mit den Fundamentalseiten ein bestimmtes 
Doppelverhältnis bildet, finden wir hier, wenn wir von O 
aus eine Gerade ziehen, die mit T einen festen Winkel 
einschließt. Daher sind alle (auch die schiefen) Fuß- 
punktskurven der logarithmischen Spirale mit ihr selbst 
kongruenty da sie Kurven des Systems sind. Der dua- 
listische Satz lautet offensichtlich: AUe Evolutoiden der 
logarithmischen Spirale sind mit ihr kongruent. 

Die Berührungspunktskurve eines Punktes Q muß ferner 
nach den allgemeinen Sätzen ein Kegelschnitt durch , Q 
und die Kreispunkte, also ein Kreis sein^ der üiber OQ 
als Sehne den Winkel fx faßt (Nr. 159). l^eu erhalten wir 
den dualistischen Satz: Schneidet man eine logarithmische 
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Spirale mit einer Geraden G und le0 in allen Sehnitt- 
punlcten die Tangenten an die Spirale, so hüllen diese eine 
Parabel ein, die G berührt und das Auge zum BrennpunTct 
hat; denn dies ist ein Kegelschnitt, der die drei Funda- 
mentaJseiten berührt. 

251. Wir haben nun allerdings erst die dem all- 
gemeinsten Transformationstypus (1) von Nr. 242 ent- 
sprechenden W-Kurven besprochen. Da uns aber diese 
Transformationen hur so weit interessieren, als sie neue 
Kurven zu liefern oder wenigstens bekannte in einem 
neuen Lichte erscheinen zu lassen imstande sind, wollen 
wir gleich bemerken, daß die Transformationen (3), (4), (5) 
nur Kegelschnitte, Gerade und Punkte als Bahnkurven 
liefern. Wir wollen demnach nur noch ganz kurz dem 
zweiten Transformationstypus unsere Aufmerksamkeit 
schenken. Dieser geht aus dem allgemeinen dadurch 
hervor, daß zwei Ecken A2, A^ und damit auch zwei 
Seiten {A1A2, A^A^) des Grunddreiecks zusammenfallen. 
Wir müssen erst versuchen, die Transformationsformehi 
für diesen Fall aufzustellen. Zu dem Ende schreiben 
wir zuerst die allgemeinen Transformationsformeln in der 
Weise 

daß wohl noch die Ecken JL^ , A^ und die Seiten -ä^Jlg 
und ^2-^3 ^^ Fundamentaldreiecks sich selbst entsprechen, 
während der Seite A^ A^ (f 2 = 0) die durch A^ gehende 
Gerade yx^ — 6x^ = entspricht. Die dritte sich selbst 
entsprechend» Gerade muß aber von der Formi 1^1x2 + vx^^O 
sein. Nun ist 

und es ergibt sich durch Koeffizientenvergleichung 
(ß — y)v = djLt, also die Gerade iß — y)x2 + dxi = 0. Soll 
nun diese mit xi = zusammenfallen, so haben wir die 
Bedingung ß = y. Unsere Transformationsformeln lauten 
dann 

(24) a?i' = a|i, xi = ßS2 + ^h, ^3' = /8f3. 

Sie geben nach zweimaliger Anwendung 

< = Ä2fi, xi^^ß^S2 + ^ß»h, O^Z=ß'S, 
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und A-mal wiederholt 

(25) x^=oc'i,, c^ = ß'i2 + ^ß'''»Sfif x^-ß'h' 

Die Elimination von X ans diesen Gleichungen ergibt zu- 
nächst 

Dies kann man kürzer schreiben 

(26*) - ^ = ve^^. 

Die TT- Kurven zweiter Art sind also Projektionen der 
Exponentialkurve y = ve^'^. Sie gehen demgemäß durch 

die beiden Ecken A^j Ä2j die 
bei der Transformation fest 
bleiben und berühren dort die 
feste (Doppel-) Gerade A^^ J-g. 
Die andere feste Gerade A^A^ 
wird in einem Punkte ge- 
schnitten. In J.^ und J.2 bat 
die Kurve Endpunkte (siehe 
Fig. 176). 

Auch hier existiert eine 
Fig. 176. Inväfriante, entsprechend dem 

Doppelverhältnis bei den W- 
Kurven erster Art, die aber weniger einfacher Natur ist. 
Wir erwähnen nur, daß sie sich für den Fall der eigent- 
lichen Exponentialkurve auf die Subtangente reduziert, 
deren Konstanz wir seinerzeit schon aus der Gleichung 
ableiteten. 

Zusatz. Wir wollen die Dififerentialgleiohung im vorliegenden 
FaUe nur für die Exponentialkurven aufstellen. Die Transforma- 
tion wird 

also, wenn dX statt X gesetzt wird 

dS = SdXlogöi, dij = ßdX, 

so daß die Differentialgleichung lautet * 

d^inogä == dfjlß . 
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Diese erhält man natürlich einfacher aus der Kurvengleichung (26*). 
Die orthogonalen Trajektorien der Schar von Exponentialkurven 
werden gegeben durch die Differentialgleichung 

ß ^flogä 
welche integriert gibt 

V = 2p(v + c) , 

d. i. eine Schar von kongruenten Parabeln mit gemeinschaftlicher 
Achse. 

In gleicher Weise ist die Differentialgleichung der binomi- 
schen Kurven y = xoc^ 

xdy = nydx , 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien lautet also 

xdx + nyäy = 0. 
Die Integration ergibt 

X* + ny* = konst.; 

das sind konzentrische, ähnliche und ähnlich gelegene Ellipsen 
(n > 0) oder Hyperbeln (n < 0) . 

§ 29. Triangttlär-symmetrisehe Kurven. 

252. Die W- Kurven der ersten Art stellen einen 
Grenzfall einer zuerst von J. de la Gournerie^®'^ be- 
trachteten Kurvenfamile dar, welche die Gleichung hat 

(1) F = atX^ + a^co? + o^a^ = . 

Diese Kurven führen den bezeiclmenden STamen »trian- 
gulär-symmetrische Kurven«. Um aus ihnen die 
W- Kurven zu erhalten, müssen wir aj + 02 + dg = und 
m = Q voraussetzen. Da aber dann (1) eine Identität 
wird, bringen wir eine tnit m verschwindende Größe an, 
um die Form — zu erhalten und schreiben 

Diese Gleichung läßt sich umformen in 

Gehen wir hier zur Grenze für m = über, so ergibt sich 
log{x^lx^y^ + logix^lx^p = ^ , . 

^^') IteoueU des Sav. 6tr. 1865/66. 

Wulbitmeb, Spezielle ebene Karren. 23 
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oder schließlich 

Die triangulär -symmetrischen Kurven werden uns 
sofort noch mehr interessieren, wenn wir die weitere Be- 
merkung machen, daß auch die Sinusspiralen eine Unter- 
art derselben sind. I^ehmen wir wieder das Dreieck OJJ' 
des im Endlichen liegenden Punktes und der beiden 
imaginären Kreispunkte als Fundamentaldreieck, so können 
wir bei passender Wahl der Koeffizienten statt (1) schreiben 

{x + iyy + (a? — ty)"* = 2 a"* . 

Die Einführung von Folarkoordinaten ergibt 

^'^(cosw ö + ♦ sin w 6) + ^""(cos w ö — t sin w ö) = 2 a"* 

und also «/im 

Q^ cosm = a^ j 

was für 1^=^—1% sofort in die gewöhnliche Form der 
Gleichung der Sinusspiralen übergeht. Für m = ergibt 
sich die Sinusspirale, die zu gleicher Zeit TT- Kurve ist: 
die logarithmische Spirale; das stimmt mit einer früheren 
direkten Grenzbetrachtung überein (Nr. 160, Zus.). 

253. Die triangulär -symmetrischen Kurven sind für 
irrationales m natürlich transzendent. Auf ihre verschie- 
denen Formen werden wir unten zu sprechen kommen. 
Wir möchten jetzt nur vorausschicken, daß unter ihnen 
für w = 1 die Gerade, für m = — 1 ein dem Fundamental- 
dreieck umgeschriebener Kegelschnitt, für m = ^ ein dem 
Grunddreieck einbeschriebener Kegelschnitt und für m = 2 
ein Kegelschnitt enthalten ist, für 'den das Dreieck Polar- 
dreieck ist. 

Es sei nun 

(2) (b = g^x^ + g^x^ + g^ic^ == 

eine andere in bezug auf dasselbe Dreieck symmetrische 
Kurve. Wir nehmen in bezug auf einen der Kurve F 
angehörenden Punkt f^ , f 2 > f s ^® gerade Polare von * . 
Diese hat die Gleichung 

Heißen wir also % , % , u^ ihre Koordinaten, so ist 

(4) *Wj = g,frS *t«, = g,frS *^8-=^3fr' 
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oder 



Setzt man diese Werte in (1), so erhält man die Glei- 
chung der Einhüllenden der Polargeraden in Linienkoordi- 
naten 

w m m 

« Mt)'"'+M?)'"'+°.(?r-»- 

Sind nun v^, t?2 > ^s ^® Koordinaten einer Gieraden, die 
der Gleichung (6) genügt, so ist die Gleichung des zu ihr 
gehörigen Berührungspunktes (in den laufenden Linien- 
koordinaten ih., U2, u^) 



* «-/* + ! 



(7) 



1^ f{-> 



die Koordinaten a)(, a^ xi ihres Berührongspanktes also 
(8) &^a>i=^^v,r' . 



^"^ 



Hieraus folgt 



A*-i 



(9) ö't?< = d<i»;«-^+i. 

Setzt man diese Werte in (6), so ergibt sich die Punkt- 
koordinatengleichung der Enyeloppe in der Form 



M M m 

eder a;< für o)/ gesetzt wurde. Die 



(10) 

WO nur wieder a?< für xi gesetzt wurde. Die Einhüllende 
ist also wieder eine triangulär-symmetrische Kurvew Nennen 
wir für einen Augenblick die Exponenten der Gleichun- 
gen (6) und (10) p und q^ so sehen wir, daß zwischen 
der Ordnung und Klasse einer triangulär -symmetrischen 
Kurve die umkehrbare Beziehung besteht 1/p + 1/g = 1 . 
Die Bezeichnungen Ordnung und Klasse sind hier in dem 
ersichtlichen weiteren Umfang zu nehmen. Die angeführte 
Beziehung ergibt sich auch direkt, wenn man in (2) /i == 2 

23* 
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nimmt und Ci = ^2 = ^8 = 1 setzt. Dann ist (6) die Polar- 
reziproke von F in bezug auf den Kegelschnitt (2), die 
sich nur dadurch von F unterscheidet, daß Linienkoordi- 
naten statt Punktkoordinaten gesetzt sind. Gleichung (10) 
stellt dann, wenn wir die Punkt- durch Linienkoordi- 
naten ersetzen, die Tangentialgleichung von F dar. Sie 
hat den Exponenten m/(w — 1) und es ist in der Tat 
1/m + {m—. l)/w = 1 . Ist p = , so ist auch g = , 
wie wir bei den TT- Kurven direkt bewiesen haben. Daß 
jede projektive, quadratische oder höhere Transformation 
der Form '&Xi = ßiXj^, die das Grunddreieck invariant 
läßt, die triangulär -symmetrische Kurve wieder in eine 
solche überführt, ist ohne weiteres evident. Ist das 
Dreieck der Xi ein anderes als das der a?<, so ist eben 
das neue Dreieck Fundamentaldreieck der neuen Kurven. 
254. Um spezielle Formen der triangulär-symmetri- 
schen Kurven zu erhalten, legen wir wieder die eine Seite 
ins Unendliche und führen die beiden anderen als, wenn 
nicht anders bemerkt, rechtwinklige Achsen ein. Dann 
schreibt man die Gleichung gerne in der Form 

(11) 

Man nennt die ganze Familie (11) dann »Lamösche 
Kurven« 198) Für diese beweisen wir jetzt einen wich- 
tigen Satz, der durch Projizieren nicht zerstört wird, also 
auch für die allgemeinen triangulär-symmetrischen Kurven 
gilt. Er bezieht sich auf die Krümmung der Kurve ^^9). 
Es ist nach (11) 




dx \a) \y / 



y 



Hieraus kann man den zweiten Differentialquotienten in 
der Form ableiten 

d^y m — 1 dy ( dy 



dx^ xy dx 



(»-'S. 



**^ Lama, Examen des diff. müh, etc., Paris 1818, 105 ff. 
199) Q FouBBT, 0. R. Ac. Sc. Paris 110, 1890. — R. Godkfrot, 
J. Ec. polyt. cah. 62, 1892; Nouv. Aan. (3) 5, 1886. 
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und es wird folglich 

xy 

(12) «, 



^ («)•; 



^m 



<"-»Ä('-3f)' 



Der Krümmungsradius einer Lam^chen Kurve (11) ist 
also eine Funktion des Exponenten m, der Koordinaten 
des Inzidenzpunktes {x, y) und der Eichtung der Tangente 
in diesem Punkt {dyjdx) . Alle Kurven desselben Expo- 
nenten, die sich in einem Punkte P berühren, haben so- 
mit in diesem Punkte nach Größe und Eichtung denselben 
Krümmungsradius. Legt man aber eine Lam&che Kurve 
vom Exponenten n durch P, die (11) dort berührt, so 
wird das Verhältnis der Krümmungsradien nur von den 
Exponenten abhängen; es ist nämlich 

(13) «^:«« = (n~l):(m-l). 

Man kann daher den Krümmungsradius jeder durch einen 
Punkt P gehenden Lam^chen Kurve konstruieren, wenn 
man nur den eines Kegelschnittes kennt, der zur Fa- 
milie (11) gehört und durch P in derselben Eichtung geht. 
255, Nun existiert tatsächlich der Satz: Das Ver- 
hältnis der Krümmungen zweier Kurven in einem Punkte, 
wo sie sich l>erühren, wird durch projeMive Transformation 
nicht gecmdert^^% Wir wollen einen einfachen Beweis 
dafür beibringen. Die beiden Kuryen können wir für den 
betreffenden Punkt P durch ihre Krümmungskreise von 
den Eadien r und JB ersetzen. Deren Gleichungen sind 
dann in bezug auf Tangente und Normale des Kurven- 
punktes 

x^ + y^ — 2ry = 0, x^ + y^ — 2Ry =-0 . 

Wir wenden nun auf diese beiden Kreise dieselbe ganz 
allgemeine projektive Transformation an. Es beeinträch- 
tigt aber die Allgemeinheit nicht, wenn wir die Formeln 
so wählen, daß der Punkt P und die ir-(f-) Achse sich nach 
der Transformation wieder deck^. Dann können wir 
setzen t \ ^^ ^ 



^ R. Mbhmkb, Zeitschr. Math. Phys. 36, 1891, 206—13. — 
E. WöLFTiNG, ebenda 38, 1893, 237—49. 
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Durch diese Substitution geht etwa der erste Kreis über 
in den Kegelschnitt 

fjH(x^ — 2rv + 1) + 2 Svi» — r jLt) + P — 2r ari := . 

Dieser hat im Anfangspunkt die oskulierende iN'äherungs- 
parabel f* — 2rai2 = 0, die durch die beiden letzten 
Glieder gegeben wird. Ihr Krümmungskreis, also auch 
der des Kegelschnittes, hat den Badius ro (vgl. Nr. 126), 
der E^rümmungskreis des aus dem zweiten der ursprüng- 
lichen Kreise hervorgehenden Kegelschnittes gleicherweise 
den Badius Bo. Beide Krümmungsradien wurden also 
durch die projektive Transformation mit o multipliziert. 
Damit ist der angegebene Satz bewiesen. Der durch 
Gleichung (13) ausgedrückte Satz gut also für alle trian- 
gulär-symmetrischen Kurven, insbesondere auch für die 
W- Kurven (w = 0). Nimmt man in diesem letzteren 
Falle etwa n = 2 , so kann man sagen: Der Krümmungs- 
radius einer W- Kurve in einem Punkte P ist entgegen- 
gesetzt gleich dem Krümmungsradius desjenigen dem Fun- 
damentäldreieolc "konjugierten Kegelschnittes j der in P die 
W-Kurve berührt. 

256« Die Formen der Lam^schen Kurven, imd damit 
der triangulär -symmetrischen Kurven, bieten eine große 
Mannigfaltigkeit dar. Wir können daher nur die typischen 
Gestalten angeben, ohne uns auf eine genauere Diskussion 
einzulassen. Zu allererst scheiden sich die Kurven in 
algebraische {m rational = piq) xmd transzendente (m irra- 
tional). Die Formen sind sodann verschieden, je nach- 
dem m>l, l>w>0, w<0 ist. Die Gerade {m = 1) 
und die W- Kurve {m = 0) bilden die Übergangsformen. 
Bei rationalem m müssen wir axißerdem unterscheiden, 
ob p, g bzw. gerade oder ungerade sind. So ergeben 
sich die folgenden 12 Typen, wobei wir immer nur die am 
meisten charakteristische Form (sei es Lamösche oder all- 
gemeine Kurve) angeben: 

L w = p/g > 1 ; 

a) gerade/ungerade: Die Lam&che Kurve von der 
Gleichung (11) hat in den Punkten x = ±aj y = 0; 
0? = , y = +6 Flachpunkte mit x = +a , y = +6 als 
Tangenten und schließt sich für immer größer werden- 



Triangulär-STmmetriBohe Kurven. 
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des m immer mehr an das Eechteck dieser vier Tangenten 
an. Fig. 177 st^t die Kurve (^x)* + y* = 1 dar. 

b) ungerade/gerade: Die triangulär -symmetrische 
Kurve (Fig. 178) bat auf den drei Koordiaateoseiten 
Spitzen {höherer Art), deren Tangenben dureh die Gegen- 



EB 





ecken laufen. Die niedrigste Kurve dieser Gattung ist 
von der 6. Ordg. und hat die Gleichung 

»7, «f + fj i4 + "S "'s = ■ 

Die zugehörigen Tangenten sind 

uiXi ~ ajxg = , aJXf — af iCg = , of iCj — df flJ, = . 

Sie gehen jedesmal durch einen Punkt. 

c) ungerade/ungerade: Die triangulär-symmetrische 
Karre hat auf den drei Seiten Wendepunkte (höherer 
Art) mit drei Tangenten, die durch die Gegeneckeu laufen. 
Die drei Punkte liegen in einer Geraden [Fig. 179 (a)]. 
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Die entsprechenden Lamfechen Kurven haben die Gerade 
xja + y/6 = als (Wende-) Asymptote. Beispiel x^ + y^^ a^, 
wo die Punkte x = a, y = 0; a? = 0, y = a einfache 
Wendepunkte sind [Fig. 179 (p)]. 

IL m^plq<l (>0) ; 

a) gerade/ungerade: Die Lam^ehe Kurve hat den 

Charakter der Ellipsenevolute (— j + (yj = 1 , die für 

a = h in die reguläre Astroide übergeht, für schiefe Achsen 
eine projektive Astroide darstellt; also Spitzen in den 
Punkten x = +a, y = 0; x = 0, y = +a mit den Achsen 
als Tangenten. 

b) ungerade/gerade: Typus des dem Fundamental- 
dreieck einbeschriebenen Kegelschnittes {m = ^). Die 
Transversalen von den Ecken nach den gegenüberliegenden 
Berührungspunkten laufen durch einen Punkt. 




Fig. 180. 



c) ungerade/ungerade: Die drei Punkte auf den 
Seiten des Fundamentaldreiecks sind Wendepunkte mit 
den Seiten als Tangenten; sie liegen in einer Geraden. 
Einfachstes Beispiel die Kubik, bezogen auf das Dreiseit 
ihrer drei reellen Wendetangenten: 

ai4 + Ö2 4 + <^8 4 = [Fig. 180 (a)]. 

Die Kurve kann in die Lamösche Form x^ + y^ = a^ 
projiziert werden. Siehe Fig. 180 (h) (ohne Asymptote, da 
die unendlich ferne Gerade Wendetangente ist). 
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IIL m = plq<Q; 

a) gerade/ungerade: Kurve mit Inflexionsknoten 
in den drei Ecken [für m = — 2 je nach den Koeffizienten 
und der Art des Fundamentaldreiecks Kreuzkurve, Kohlen- 
spitzenkurve, Bernoulliscbe Lemniskate; im allgemeinen 
die Gtestalt der Sanduhrkurve (Nr. 16)]. 

b) ungerade/gerade: Die Kurve hat in den Koordi- 
natenecken Spitzen. Ist das Koordinatendreieck gleich- 
seitig, sein Schwerpunkt der Einheitspunkt der Koordi- 
naten, so stellt 

die Steinersche Hypozykloide dar. 

Die drei Spitzentangenten laufen immer durch einen 
Punkt. 

c) ungerade/ungerade: Typus des dem Grunddreieck 
umbeschriebenen Kegelschnittes (w = — 1). 

Die Kurven von der Art III entstehen aus den ent- 
sprechenden der Arten I und II durch die quadratische 
Transformation da?< = ^f^ ? was der Leser im einzelnen 
näher verfolgen möge^oi). 

IV« m irrational. 

I. m > 1 . 

Die Kurve besteht nur aus dem im ersten Quadranten 
liegenden Bogen der Kurven von der Art I, der gegen 
den Anfangspunkt konkav liegt. 

n. 0<w<l. 

Die Kurve besteht nur aus dem im ersten Quadranten 
liegenden, gegen den Anfangspunkt konvexen Bogen der 
Kurven von der Art 11. 

Bei allgemein liegendem Koordinatendreieck sind es 
die Projektionen dieser Bögen, die allein die ganze Kurve 
darstellen. Wird m immer kleiner, so rücken die Enden 
des Bogens, der zwei Koordinatenseiten berührt, immer 
mehr zu den auf der dritten Seite liegenden Ecken, bis 
sie für w = in diese fallen. 

ni. w<0. 

Die Kurve besteht aus einem einfachen Bogen, der 
zwischen zwei Koordinatenecken verläuft. Man sieht, wie 

*^^) Vgl. hierzu des Verf. Algebraische Kurven § 35. 
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dieser aus dem der TT- Kurven hervorgeht. Zwischen I 
und n liegt die der Geraden (m = 1) entsprechende Strecke. 

Zusatz. Wir stellten seinerzeit die (schiefe) Astroide als Ein- 
hüllende einer Geraden und eines Systems yon Kegelschnitten 
dar (Nrn. 22 und 88; Zus.). Diese Erzeugungen sind Spezialfälle 
einer ganz allgemeinen Erzeugungsweise aller Lameschen (oder 
triangulllr-symmetrisohen Kurven), die hier noch beigefügt werden 
soll. Die Koordinaten können im folgenden schiefwinklig an- 
genommen werden. Wir schreiben aber nur der Bequemlichkeit 
wegen das Ganze in x, y; der Satz kann durch Projektion auf 
jede triangul&r- symmetrische Kurve übertragen werden. Es sei 

™ (fr+(fr- 

eine Lam^che Kurve, ^ und ij die Abschnitte auf den Achsen, 
zwischen denen die Belation bestehen möge 

wo t und w feste Strecken bedeuten. Wir wollen nun die Ein- 
hüllende - von [1] suchen. Durch totale Differentiation von [1] 
und t2] ergeben sich zwei Gleichungen, deren Zusammenbestehen 
durch 

rjtn + n ^ ym ^ßn 

bedingt ist. Statt dessen schreibt man 

m n m n 



[3*] ly =%« + « w"»+« , f ==^x"» + *» «"» + " . 

Setzt man diese Werte in [1] und [2], so ergibt sich ^ = 1 und 

mn mn 



t) +(f) =1 

als Enveloppe. — So hüllt eine gleichseitige Hyperbel, deren . 
Asymptoten in den Abständen d, d' zii den Koordinatenachsen 
parallel laufen und die immer durch den Anfangspunkt geht, eine 
gleichseitige Kreuzkurve ein, wenn (i* + d'' = r', 'der Asym- 
ptotenschnittpunkt also auf einem Kreis (vom Radius r) um den 
Anfangspunkt bleibt. 

§ 30. Die Radialen. 

257. Wir kehren nun wieder zur XJmdeutung von 
Gleichungen in andere Koordinatensysteme zurück, die 
uns auch auf die W- Kurven und ihre Verallgemeinerung, 
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die triangulär-symmetrischen Kurven, geführt hatte. Unter 
den natürlichen Bestimmungselementen einer Kurve wähl- 
ten wir vorzugsweise ^ und 8 aus, um die Kurve darzu- 
stellen. Es ist uns aber schon bekannt, daß auch eine 
dieser beiden Größen in Verbindung mit dem von einer 
festen Tangente aus gezählten Tangentenwinkel t zur 
Aufstellung einer die Kurve völlig charakterisierenden 
Gleichung verwendet werden kann. Der Übergang von einer 
solchen Gleichung zur gewöhnlichen natürlichen Gleichung 
ist vermittels der Belation ^dT = d8 jederzeit leicht 
möglich. Wir wollen nun zunächst die Gleichimg 

(1) «=/(t) 

betrachten. Was liegt näher, als sie in Polarkoordinaten 
umzudeuten? Wir brauchen zu dem Ende nur von einem 
festen Punkte aus Strecken anzutragen, die den Ejrüm- 
müngsradien von (1) gleich und gleichgerichtet (»äqui- 
pollent«) sind und die dem Winkel r = entsprechende 
Gerade als Polarachse zu nehmen. Gleichung (1) geht 
dann über in 

(2) Q=m- 

Die so entstandene Kurve, die ein deutliches Bild von 
dem Verlauf der Krümmung bei der Grundkurve gibt, 
heißt man seit Tucker^^s) »Radiale« der gegebenen Kurve. 
Es ist sofort klar, daß irgendwelche Verschiebung von 
(1) nur eine Drehung von (2) bewirken kann, sowie daß 
ähnlichen Kurven ähnliche Badialen entsprechen. Bevor 
wir aber daran gehen, auf dem angegebenen Wege für 
mehrere der bekannten Kurven die Eadialen aufzustellen, 
wollen wir einige allgemeine Eigenschaften der Eadialen 
besprechen. 

Wir bedieneu uns dazu eines Verfahrens, das wir, 
obwohl es zur Untersuchung von allen aus einer Kurve 
vermittels Tangenteneigenschaften ableitbaren Kurven- 
familien (Evoluten und Evolventen, Fußpunktskurven, 
Brennlinien, ParaUelkurven usw.) geeignet ist, doch bisher 

90fl^ Proc. Lond. Math. Soc. 1, 1865. Vgl. ferner Lobia, Rend. 
Giro. mat. Palermo 16, 1902; Period. di mat. 17, 1901, sowie eine 
im folgenden schon benutzte, demnächst im Arch. Math. Phys. er- 
scheinende Arbeit von P. Ebnst. 
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nicht systematisch verwendeten. Es sei nämlich die Tan- 
gente einer Kurve in der von W. P. Hiern »magisch« 
genannten 2^8) form gegeben 

(3) T = cocose + y sinö — p(ö) = D . 

Hier stellt 6 den Winkel der Normalen gegen die 
0?- Achse dar, der also von dem irgendwie gezählten 
Tangenteowinkel sich nur um eine Konstante unter- 
scheiden kann, p{0) die Länge des Lotes auf die Tan- 
gente T vom Anfangspunkt aus. In Polarkoordinaten 
ist also Q =^ p{0) die Gleichung der Fußpunktskurve der 
von T eingehüllten Kurve V in bezug auf den Anfangs- 
punkt. Die Gleichung von V erhält man, indem man 6 
aus (3) und 

(4) T'= a?sine - y cosö + p'(ö) = 

eliminiert. Die Gerade T' schneidet T jedesmal in einem 
Punkte von V . Da aber T' zu T. senkrecht ist, so kann 
man (4) als Darstellung der Evolute von (3) auffassen. 
Bildet man ferner durch nochmalige Differentiation 

(5) T''= a?cosÖ + y sinö + p''{e) = , 

so erhält man eine Gerade T'% die zu T parallel ist und 
durch den jedesmaligen Berührungspunkt von T' geht, 
also durch den Krümmungsmittelpunkt von V . T'' hüllt 
die zweite Evolute von V ein. Die Länge des Krümmungs- 
radius von V ist 

(6) «--l>(Ö) + p"(Ö). 

Faßt man hier ^, d als Polarkoot'dinaten auf, so stellt 
(6) die Gleichung der Eadialen von V dar. Und wir 
können sagen (vgl. N'r. 2): 

Die Radiale einer Kurve V ist die Kissoide der Fuß- 
punMsJcurve von V und der FußpunMsTcurve der zweiten 
Evolute von V in hezug auf einen beliebigen Pol. 

258. Diesen Satz können wir sofort benutzen, um 
ohne Anwendung der natürlichen Gleichung die Badialen 
der zykloidalen Kurven anzugeben. Wir entnehmen aus 
den früheren Entwicklungen, daß die zweite Evolute einer 

*'»«) The Quart; J. math. 6, 1864, 31—38. — Sbrret-Sohbffkbs, 
Diff.-Rechnung I. Bd. 3. Aufl. Leipzig 1906, S. 357/9. 
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solchen Kurve (Epi- und Hypozykloide, Para- und Hyper- 
zykloide, logarithmiscbe Spirale) zur Grundkurve ähnlich 
und ähnlich liegend ist. Die beiden Fußpunktskurven in 
bezug auf das Zentrum des Orundkreises sind dann ähn- 
liche, ähnlich liegende Ehodoneen (Pseudorhodoneen, 
archimedische und logarithmische Spiralen). Ihre Kissoide 
ist also ebenfalls eine zur Fußpunktskurve ähnliche 
Eoseokurve. Führt man in der Tat in die Gleichung 
a^ja^ + ^^jh^ = 1 statt 8 den Tangentenwinkel r ein, so 

ergibt sich htja = arc<?os(Ä/6) und q = fecos — ö als Glei- 
chung der Eadiale. 

Zusatz. Aus Gleichung (3) leitet man sofort ab, daß sowohl 
die FußpuAktskurve einer Parallelkurve zu V im Abstände l, 
als auch die Eadiale dieser Parallelkurve Konchoiden mit dem 
Zwischenstück l in bezug auf die Fußpunktskurve F und Eadiale R 
der Grundkurve V sind. Ist V algebraisch, so entsprechen sich 
die Punkte von V und F , sowie von V und R gewiß (1,1)- deutig. 
Zerfällt nun etwa die Parallelkurve von Y^ so müssen deswegen 
auch die Konchoiden von F und R zerfallen. Daher hat man den 
Satz: Die JEhißpunktakurve und Radiale einer Richtungskurve sind 
Kurven erster Kategorie [vgl. Nr. 79 u. *°®)]. An den algebraischen 
zyklischen Kurven läßt sich das sehr schön verfolgen, da diese, je 
nachdem die Anzahl ihrer reellen Spitzen gerade oder ungerade 
ist, Eichtungskurven sind oder nicht, und wir auch für die Eosen- 
kurven einen entsprechenden Satz schon aufgestellt haben (Nr. 105). 

259« Wir müssen nun zuerst einen Satz über die 
Flächen der Fußpunktskurven 2^*) einschalten, um diesen 
dann sofort auf die Fläche. der Eadiale anzuwenden. Die 
Fläche der Fußpunktskurve von V ist 

Diese Fläche ist, wenn man das Integral über die ganze 
Kurve erstreckt, endlich, soferne nur die ganze Fußpunkts- 
kurve im Bndlichen liegt, V also von der unendlich fernen 
Geraden nicht reell berührt wird. Nur ist eventuell der 
erweiterte Flächenbegriff in Anwendung zu bringen (ITr/S). 
Die Fläche der Fußpunktskurve der ersten Evolute von 
V, die auch oft »Gegenfußpunktskurve« genannt wird, ist 

/■i = i/p'^(ö)de. 

«<>*) E. Catalan, M6m. Soc. Li^ge (2) 13, 1886, 230. — Vgl. 
ferner K. Tsuruta, The Mess. math. (2) 23, 1894 und verschiedene 
Antworten im Int. math. 2, 1896, 107/9 u. 344/5. 
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Diese Fläche ist, anf die ganze Kurve erstreckt, endlich, 
wenn die Evolute nicht von der unendlich fernen Geraden 
berührt wird. Das ist nur dann nicht der Fall, wenn M^ 
überhaupt nicht durchs Unendliche geht^^^). Man hat 
nun nach dem obigen 

Diese Differenz ist also gewiß endlich, wenn nur ^^ sich 
im Endlichen schließt. Wir wollen nun aber auch die 
Fläche von V selbst, die wir /"^ nennen wollen, durch 9 
auszudrücken suchen. Diese Fläehe ist, wenn wir die 
Polarkoordinaten der Punkte von V mit q , co bezeichnen. 

Aber man hat 

p = ^ cos(ö — (5) , — p' =« ^ sin(ö — öji) , 
also 

Ferner 

ö-d> = arctg(-^), d0^da> = ^^^^j^de, 

demnach 
also 

/;=i/(p^+pp")dö, 

das Integral über die ganze Kurve genommen. Nun er- 
hält man durch partielle Integration 

Es ist aber nach (3) und (4) 

(7) — pp'=i(a?2_y2)gin2ö — a?ycos2ö, 

und dieser Ausdruck muß um die ganze Kurve herum 
genommen werden. Wenn nun etwa beständig zunimmt, 
so kann man den Ausdruck einfach zwischen den Grenzen 
ö = und 6 = 2vji nehmen und er verschwindet offen- 
sichtlich. Setzen wir daher noch weiter voraus, daß M^ 

^^) YgL über die Charaktere der Evoluten, Fußmmkts- 
kiur^en usw. algebraischer Kurven Saxm on-FibdlbB; Höhere Kurven, 
2. Aufl. Leipzig 1882, Kap. IH, insbes. S. 119. 
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keine Wendepunkte habe (wolü aber eventuell Doppel- 
punkte und Spitzen), dann ist 

/v = i/[P*(ö) - p'»(ö)] dö , 
somit 

(8) /;=/-/;, 

d. h. mit Worten: Die Differenz der Flächen der Fuß- 
punlctskurve und OegenfußpunTctsTcurve einer im Endlichen 
geschlossenen Kurve V ohne Wendepunkte ist gleich der 
Fläche der Kurve V selbst. 

260, Kehren wir zur Eadiale R der Kurve V zurück. 
Hat M^ die eben näher bezeichneten Eigenschaften, so ist 
auch R im Endlichen geschlossen. Dann ist die Gesamt- 
fläche von R , wenn man über die ganze Kurve integriert, 
nach (6) 

(9) Fr-il\p{0) + p''{O)yde. 

= ijp^de + ifp^'^do +jpp"de . 

= i/p*dÖ + \fp''^d6 + pp'-fp'^de . 

Es kommt nun wieder darauf an, daß pp' über die ganze 
Kurve V genommen verschwinde. Genügt also V den 
oben gegebenen Bedingungen, so wird 

Nach Satz (8) können wir also sagen: Die Fläche der 
BadiaU einer im Endlichen geschlossenen Kurve M^ ohne 
Wendepunkte ist gleich der Differenz aus 
den Flächen der Kurve tmd ihrer Evolute. 
Es sei nun die Badiale von ¥ wieder 
in der Form (1) Ä =/(t) gegeben. Dann 
ist ihre Fläche 

(10) /; = i/««dT. 

Dies ist zu gleicher Zeit die Fläche zwi- 
schen der Kurve tmd ihrer Evolute, Denn 
das Elementardreieck hat in Fig. 181 den Fig. i8i. 

Inhalt i Ä(Ä + d«) dt, was in der Grenze 
in I Ä* dr übergeht. Ferner ist die Mannheim sehe Kurve M 
von V dargestellt durch die" Gleichungen (vgl. Nr. 162) 
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Die Fläche der Mannheim sehen Kurve ist also 

(11) ffn-lydx=l^^dr. 

DemncLch ist die Fläche der Mannheim sehen Kurve einer 
Kurve M^ doppelt so groß wie die entsprechende Fläche der 
Radiale' von V . 

Auch zwischen den Bogenlängen von M und R be- 
steht eine einfache Beziehung. Es ist 

(12) Sr=jyW+W^dr 
und 

(13) «« = lidW+Wd^ = lYW+W^ dx . 

D. h. die entsprechenden Bogen der Ma/nnheimschen Kurve 
und der Radiale einer Kurve M^ sind gleich lang. Beide 
Beziehungen wurden von Mannheim 206) selbst angegeben. 
26 !• Wir wollen nun die Badialen mehrerer Kurven- 
gattungen aufstellen; dabei werden sich einige merkwürdige 
Zusammenhänge zwischen Kurven verschiedener Art er- 
geben. Für die Zykloidalen aller Art stellten wir schon 
oben fest, daß ihre Eadialen Bhodoneen aller Arten sind. 
Es erübrigt noch zu sagen, daß die Badiale der gewöhn- 
lichen Zykloide ein Kreis ist mit dem größten Krümmungs- 
radius der Zykloide als Durchmesser. Dies geht aus der 

in Nr. 258 angegebenen Gleichung q = b cos — für h = a 

OL 

hervor. Die Badiale eines Kreises ist natürlich ein kon- 
gruenter Kreis. 

Aus der Gleichung ^ ^ s^jp + g der Kettenlinien 
(Nr. 204) erhält man die Differentialgleichung 

d^ip 



«y«~g 



und daraus 



VI 



^arccosl/^ = r , 
was man besser in der Form 

(14) «cos«(ry|)-=g 



"^ GMm. cinim. S. 501. 
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schreibt. Diese Kurve, ia Polarkoordinaten gedeutet, ist 

algebraisch, wenn yg/p eine rationale Zahl ist, in allen 
anderen Fällen transzendent. Sie wird besonders einfach 
im Falle der gemeinen Kettenlinie (ff = p) . Wir wissen, 
daß ^cos^ö = p die Gleichung der Kampyla des Eudoxus 
ist {m. 45). 

Die Evolventen der Kettenlinien vom Scheitel aus 
(Traktrizen) haben die allgemeine Gleichung (Nr. 208) 

Ä = yp(]r(6^'/P — 1) . Hieraus ergibt sich die Differential- 
gleichung dg _dt 

die' als Lösung hat 

(15) 'R = i¥i-tg{rYl)' 

Hier gilt dieselbe Bemerkung wie vorhin. Im Falle der 
gewöhnlichen Traktrix {q = p) wird die Polargleichung der 
Badialen Q = p tgO ; dadurch wird die Kappakurve dar- 
gesteUt {^T. 55). 

Wir fügen hier noch die Kettenlinie gleichen Wider- 
standes mit der natürlichen Gleichung g== ■i^a(e*/* + 6"'/*) 
an. Schon in Nr. 226 sahen wir, daß hieraus gcosT = a 
hervorgeht. Die Polargleichung ^cosö = a stellt aber eine 
Gerade {x = a) dar. Also ist die Eadiale der Kettenlinie 
gleichen Widerstandes eine Gerade. Hieraus ist nach den 
Sätzen der vorigen Nummer wieder ersichtlich, daß die 
gemeine Kettenlinie (als Mannheimsche Kurve der Ketten- 
linie gleichen Widerstandes) elementar quadrierbar und 
rektifizierbar ist. 

262« Aus der natürlichen Gleichung der Kegelschnitte 

(Nr. 126) erhält man sofort 

, ^ d^ 

Der Ausdruck rechter Hand ist elementar integrierbar;, 
man formt ihn am besten um in 



WiELBiTNEBi Spezielle ebene Kurven. 24 
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und setzt nun 



(Ä) -1 = ^» 



woraus 



« = -^^, d« = - ^^'^^ 



fe(l + ii)* ' 2h{l + u)i 



ft ) 



so daß die Gleichung übergeht in 

bdu 



dT = - 



2/ir3^.|/u(i~^^ti) 



6» 
Substituiert man hier nochmals — i — r^ u = z . so wird 

a' — 6' ' 



T = arc cos 



y« = arc cos -TZ . 



Indem man den Wert von u jeinführt, ergibt sich schließ- 
lich die Gleichung in Ä und r 

(^^^ y bi — • 

Deutet man diese in Polarkoordinaten um und führt recht- 
winkelige Koordinaten ein, so hat man die Gleichung der 
Eadiale in der Form 

(17) {a^x^ + &2y2)8 == a^h^{x^ + y^f . 

Das ist also eine algebraische Kurve 6. Ordg. mit Spitzen 
in den unendlich fernen Punkten. Die Eichtungen nach 
diesen Punkten sind um ^^r gegen die Asymptotenrich- 
tungen des Kegelschnittes gedreht. Spitzentangente ist 
die unendlich ferne Gerade selbst. Es gibt demnach keine 
Asymptote. Der Anfangspunkt ist ein vierfacher isolierter 
Punkt, dessen Tangenten die isotropen Geraden sind. Die 
Formen der Eadialen der Ellipse (6^ > 0) und Hyperbel 
(62< 0) sind aus den Fig. 182 und 183 zu ersehen. 

Die Eadiale der Parabel erhalten wir aus (17), indem 

wir mit a* dividieren, lim— g- = 0, aber lim — = p setzen, 
in der Form « a 



262. 

die sich sofort in 
(18) 
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x^ = +p{x^ + y^) 
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spaltet, wovon für eine bestimmte Lage der Parabel nur 
ein Vorzeichen gilt. Die Kurve ist 3. Ordg., hat einen 





Flg. 182. 



Flg. 183. 



isolierten Punkt im Ursprung und einen Wendepunkt im 
unendlich fernen Punkte der y-Achse. Die beiden Wende- 
punkte von (18) sind das Orenzgebilde, das entsteht, wenn 
die zwei Spitzen auf der unendlich 
fernen Geraden zusammenrücken. 

Zusatz. Die Polargleiphung der Radiale 
der Parabel q = p/coa^S zeigt, daß sie zu 
einer Kurvenfamilie 

[1] Q = aeo^O 

gehört, deren Konstruktion aus dem Kreise 
Q = a cos^ für positives und negatives 
ganzzahliges n aus der Gleichung sofort 
ersichtlich ist. Wir kennen außerdem von 
dieser Familie die Kurven fOr n = 2 (Doppel- f\q, i84. 

eilinie, Nr. 46), n = 3 (Einblatt, Nr. 108), 

n s — 1 (Gerade). Die Badiale der Parabel ist die Inverse des Ein- 
blattes. Wie dieses, wurde sie auch von G. db Lon&ohamps von einem 
anderen Gesichtspunkte aus autgestellt *^^ und, da sie zur Würfel- 
verdoppelung bequem ist, »kubische Duplikatrix« genannt. 
Aus einem Ähnlichen Grunde heißen die allgemeinen Kurven [1] 
»Multiplikatrixkurven«. 




M 



^ Essai sur la giom. de la rlgle etc.^ S. 92/4. 



24' 
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263. Wir erinnern uns, daß die Gleichung jeder n^^ 
Kreisevolvente in Ä und t lautete (Nr. 191) 

<R = Cot" + Cjt"-^ + . . . + c„ . 

Die zugehörigen Eadialen sind daher algebraische Spiralen 
höherer Ordnung; indessen sind sie für n > 1 nicht ähnlich 
zu den entsprechenden Fußpunktskurven, da diese andere 
Koeffizienten haben (Nr. 192). Z. B. konnten wir die Fuß- 
punktskurve der Sturmschen Spirale in die Form bringen 
g == ad)^ — a, während die Eadiale, da der Kurve die Glei- 
chung Ä = a(T2 + 2 T + 2) zugehört, in die Form Q==acü^ + a 
gebracht werden kann. Das ist auch geometrisch sofort 
verständlich, weil die Sturmsche Spirale keine reellen 
Spitzen hat. 

Die Umformung der Gleichung Ä^a^""«" der Pseudo- 
spiralen (Nr. 231) ergibt 



(19) « = (1 -ny-^ar^-», 

also bestimmte höhere parabolische oder hyperbolische 
Spiralen. Gleichung (19) stellt höhere Hauptevolventen 
des Kjeises dar, wenn n/(l — n) gleich einer ganzen Zahl g 
ist, n also die Form gjig + 1) hat. 

Anschließend wollen wir auch die Eadialen der bino- 
mischen Kurven y = a^-^x^, wo aber a?, y rechtwinkelige 
Koordinaten seien, aufstellen, eine genauere Diskussion 
für die verschiedenen Arten des Exponenten n jedoch dem 
Leser überlassen. Der in Nr. 234 (4) angegebene Wert von 
^ wird für a> = ^7r 

tn^ [1 + n^ a^^^-"^ x^^^-^q^ 
n(n— l)a^~«aj«-a • 

Außerdem ist 

d8 = [l + w2a2(i-'')aj*(«-i)]da? . 

Setzt man hier d8 = ^dT und substituiert aus der vorigen 
Gleichung den Wert von Ä , so erhält man die Differential- 
gleichung 

dr __ af^'^dx 

w(n-l)ai-»"" 1 +ti2a2(i-«)a?2(«-i) * 

Durch die Substitution na^-^cd^'^^ = u wird diese zu 

dr = dul{l + u^) , 
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woraus na^-^af^-^ == tgr folgt. Setzt man den hieraus 
entspringenden Wert von x in den obigen Ausdruck von ^ 
ein, so kommt die Polargleichung der Eadiale einer bino- 
mischen Kurve beliebiger Art in der Form 

(20) . « = —r 



n-2 



nn-i(n — 1) cos' T (tgr)»* - 1 

Hieraus geht sofort die kartesische Gleichung hervor: 

(20*) y~-2ip2n-l _ c"-l(a?2 + ^2)n-l ^ 

wo c die Konstante von (20) ist. Für rationales n ist also 
die Eadiale wie die Grundkurve algebraisch. 

Entweder mittels der Gleichung in ^, t oder auch 
mittels der magischen Gleichung der Tangente kann man 
das Problem lösen, eine Kurve zu suchen, zu welcher eine 
gegebene Kurve die Eadiale ist. Der Leser mag so die 
von uns gegebenen Beispiele umkehren. Man findet natür- 
lich für die Gerade als »Antiradiale« die Kettenlinie; für 
den Kreis bei beliebigem Pol ist das Problem schwieriger. 
jVIit Hilfe der Vektorenrechnupg gelang C. Mineo die Auf- 
stellung einer Parameterdarstellung und Diskussion der 
betreffenden Kurven ^os). 

■j . - e 

§ 31. Arcuiden. 

264. Wir hätten nun auch noch die GleicBungsform 

(1) « = <&(r) . 

einer Umdeutung in "fein anderes Koordinatensystem zu 
unterziehen. Man könnte hierzu verschiedenes vorschlagen, 
insbesondere auch wieder Polarkoordinaten einführen. Man 
erhielte dann nach der Bem. in Nr. 225, Zus. die Eadiale einer 
Evolvente von (1). Diese Tatsache wird uns weiter unten 
von Nutzen sein. Hier wollen wir eine andere Umdeutung 
von großer Tragweite besprechen, die von E. Köstun^^^) 
gegeben wurde. Es sei 

X -\-vy — w ^0 

"<^«) S. Rend. Circ. mat. Palermo 24, 1907, 258—265. — Bez. 
der angewandten Methode Bubali-Forti, ibid. 16, 1902, 185—191. 
*<»») Dies. Tübingen 1907. 
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die Gleichung einer Geraden, diese also durch die Linien- 
koordinaten Vy iv bestimmt. Von diesen Größen ist w 
der Abschnitt^ den die Gerade auf der or-Achse macht, 
V = tg<p die Tangente des Winkels 97 , den das Lot vom 
Anfangspunkt auf die Tangente mit der positiven or-Achse 
einschließt. Die Koordinaten Wj 97, die z. B. bei 
Salmon-Piedler*i<>) mehrfach verwendet werden und von 
denen Aousr^^^) einen ausgedehnten Gebrauch macht, nennt 
man zweckmäßig »axiale Linienkoordinaten«. Ersetzt man 
nun in der natürlichen Gleichung (1) « , r durch die axialen 
Linienkoordinaten to, 97, so ergibt sidi eine Kurve B 

(2) w = $(97) = ^(arctgt?) , 

die sich aus der Grundkurve, die wir wieder V nennen 
wollen, durch folgende Konstruktion ableiten läßt: Man 
nehme die Tangente von V , für welche r = ist, als 
or-Achse und trage auf ihr, von einem beliebig zu wählen- 
den Anfangspunkt aus, die Strecken OQ = w =:€ auf, 
wo 8 die auf M^ von einem festen Punkte Jl bis zu dem 
laufenden Punkte P gemessene Bogenlänge bedeutet. 
Durch Q ziehe man jedesmal die Parallele N zu der 
Kurvennormale in P. Die Bnveloppe von N ist die 
Kurve B . Diese wollen wir mit E. Köstun die »Arcu- 
ide« *") von V nennen. 

265. Wir geben nun zunächst eine Darstellung der 
Arcuide B in kartesischen Koordinaten, um daraus einige 
allgemeine Folgerungen zu ziehen, sodann mehrere be- 
merkenswerte Beispiele. Bezüglich alles weiteren müssen 
wir auf ein genaueres Studium der oben zitierten Disser- 
tation verweisen. Es seien x, y die laufenden Koordi- 
naten von V, wenn V mit B auf dasselbe rechtwinklige 
Systeq;i bezogen wird, f , 9; die von B. Dann ist B als 
Einhüllende der Geraden 

f + ^ tgr — « = 
oder 

(3) f + i7y'-/yi+y«da? = 

"") Höhere Kurven, 2. Aufl. Leipzig 1882, Nrn. 13, 69, 74, 118, 122. 

■") S. Mitt. math..nat V. Württ. (2) 9, 21—30, bes. S. 27. — 
Dort ist die Benennung >Bogeneyolute« gebraucht. Wir führen die 
Bezeichnung >Arcuide< auf persönlichen Vorschlag von Herrn 
KösTLiN ein. 
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zu bestimmen. Wir haben also (3) partiell nach x zu 
differenzieren. Dies ergibt sogleich 

(4) V=^^^J^=YT7^='R0OB^r 

und hierauf mit Hilfe von (3) 

(5) f =/yf+y*-^yi+y* = «-«8iiiTC08T. 

Die Gleichungen (4) und (5) geben eine Parameterdarstel- 
lung von B , wenn nur die Gleichung von ^f in kartesischen 
oder natürlichen Koordinaten gegeben ist. 

Jetzt bestimmen wir das Bogenelement von B . Da- 
bei bezeichnen wir die Elemente von B mit Äj und «&, 
die der Evolute von V durch einen Strich über den Ko- 
ordinaten; x^y sind also die Koordinaten des Krümmungs- 
zentrums des Punktes P auf M^. Man erhält 

dS = sinT(2 ds sinr — d^ cosr) 

df] = — cosT(2d«sinr — d^cosr) 
und hieraus 

(6) dSb = 2d8 sinr — dÄ cost . 

Kun ist aber ds sinr = dy und, wie man leicht erkennt, 
d^cosr = dy^ also 

(6*) «6-«o = 2y-y. 

Setzt man ferner in (6) dst = Äj • dt^ und bemerkt, daß 
Tft = T + ^ JT , also dtf, = dr , so bekofnmt man 

(7) VCft = 2 j- sinr — j- cost 

oder 

(7*) «6 = 2« sinr — « cost . 

Die Gleichungen (6) und (7) geben eine Darstellung von B 
in natürlichen Koordinaten. 

Beisp. Um sofort die Brauchbarkeit der gegebenen Formeln 
darzutun, werde die Arcuide des Kreises ^ == r (« = r t) gleich 
hier aufgestellt. Es ergibt sich «6 = — 2rco8T, % = 2rsinT, 
also aj H- ^J = (2 r)* , d. i. eine Zykloide, die durch Rollen eines 
Kreises vom Durchmesser r von einem Pimkte dieses Kreises 
beschrieben wird. Die Konstruktion der Arcuide fahrt aber 
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direkt auf die Chaslessche Erzeugung (Nr. 147); bei welcher ein 
Durohmesser des roUenden Kreises vom Badius r die Zykloide 
umhaut. 

266. Die Arcuide B mit der Gleichung 

w = ^(arctgi?) 

ist offenbar dann eine algebraische Kurve, wenn V durch 
eine in s und v =- %g(p rationale Gleichung darstellbar 
ist, die V(« , tg9?) = lauten möge. Ist außerdem V 
etwa selbst eine algebraische Kurve mit der karte- 
sischen Gleichung f{x , ^) = , so hat man noch die 

Beziehung -^ + -J-tgq) = . Setzt man nun den hieraus 

zu entnehmenden Wert von tg^? in V = ein, so ergibt 
sich eine Gleichung Vi (« , o? , y) = , die in » , a? und y 
rational ist. ¥ ist also dann, wie man sagt, »algebraisch 
rektifizierbar«. Es folgt aber auch umgekehrt durch Eli- 
mination von 0? und y aus f(x , y) = , ^i{8 , x , y) = 
und fg +fy tg9? = Ö eine rationale Gleichung W{8 , tg^?) = , 
so daß wir sagen können: Die Arcuide B einer algebra- 
ischen Kurve ¥ ist dann und nwr dann selbst algehraischy 
wenn V algebradsch reTctifizierhar ist, Nach einem von 
G. HuMBERT zum ersten Male rein analytisch bewiesenen 
Satze *^*), der geometrisch leicht verständlich ist, muß V 
dann immer die Evolute einer algebraischen Kurve sein. 

Wir wollen nun über V eine andere Voraussetzung 
machen. Die Kurve V genüge einer Differentialgleichung 
erster Ordnung ^ 

(8) 2>(y,y') = 0, 

WO also €) eine ganze rationale Funktion in y, y' ist. 
Diese Bedingung erfüllt nicht nur jede algebraische Kurve, 
da aus f{x , y) = und /« +/y • y' = sich durch Elimina- 
tion von X eine Gleichung der Form (8) ergibt, sondern 
sie umschließt auch noch eine große Anzahl von tran- 
szendenten Kurven. Es läßt sich dann beweisen, daß 
auch B eine Gleichung derselben Art 2>i(i; , «;0 = erfüllt 
und daß außerdem eine in Si, und rj rgitionale Gleichung 
^{^bf ^) = besteht. 

***) S. die Abhdlg. ,,8ur les courbes algSbriques planes recH- 
fiables", Joum. de math. (4) 4, 1888, S. 133—152. 
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Man hat in der Tat die Gleichungen 

2)<y,yO = und ^.y'+|^.y"=0 
und nach Nr. 3 und 4 

V-y'+l = und rj2-l±y!l = o. 

Aus diesen vier Gleichungen muß sich wirklich durch Eli- 
mination von y , y^ y'' eine rationale Gleichung €>i(i7 , i;0=O 
ergeben. 

Außerdem ist bekanntlich 

so daß Gleichung (6*) wird 

Die Elimination von y, y% y^' aus dieser Gleichung und 
drei von den vier oben benützten ergibt die rationale Be- 
dingung A{8bj fj) = . Wir können also sagen: 

Jede Kurve V, die einer Differentialgleichung erster 
Ordnung 2)(y, y'') = genügt^ Jf^at zur Arcuide B eine 
Kurve derselben Art, die außerdem algebraisch reJctifizier- 
bar ist. 

267. Ist nun aber ¥ selbst algebraisch und algebraisch 
rektifizierbar, so hat B noch eine besondere Eigenschaft. 
Dreht man nämlich die Kurve V um den Winkel 9?o g^gen 
das Koordinatensystem, zählt aber die Bogen auf V von 
demselben Punkte aus wie vorher, so erhält man die ent- 
sprechende Arcuide Bo , indem man alle Tangenten von 
B um ihre bezüglichen Schnittpunkte mit der a?-Achse um 
den konstanten Winkel q)Q dreht und deren Einhüllende in 
der neuen Lage bestimmt ^i^). Die Gleichung V(« , tg9?) = 
geht dann über in V(« , tg(^ — - q)o)) = und die Tangential- 

gleichung V(t«? , t?) = in v(w, j-^^) = . Auch die 

neue Kurve ist algebraisch und algebraisch rektifizierbar, 
wenn nur V es ist. Denn V erfüllt eine Differential- 



*^') Diese Transformation hat E. Köstlin genauer studiert in 
.den Mitt. math, V. Wtirtt. ö) 8, 1906, 72—99. ..... 
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gleichung €)(y, y^ = 0. Durch die Drehung geht diese 
über in 2)o(y,yO = 0, eine Gleichung, die man erhält, 
wenn man in ^ die Substitution x = xco8(pQ—pwiq)Qj 
y = XBin<po + ycosq)Q vornimmt und dann x wieder mit 
Hilfe der ebenso transformierten Gleichung von ^^ elimi- 
niert. Ist aber M^ transzendent und erfüllt in einer be- 
stimmten Lage eine Differentialgleichung 2)(y , y^ = , 
so wird dies nach der Drehung nicht mehr der Fall sein, 
da die vorhin geschilderte Elimination von x dann« wenn 
sie überhaupt möglich ist, nicht zu einer rationalen Be- 
ziehung €)(y, yO = führen kann. 

Die or- Achse heißt » Eektifikationsachse« der Kurven Bq . 
Alle Kurven Bq sind, da sie vermittels ihrer Tangenten 
(l,l)-deutig aufeinander bezogen werden, von demselben 
Geschlecht und haben die nämlichen Brennpunkte, da die 
isotropen Geraden jeder Drehung gegenüber invariant sind. 

Beitp. 1. Ein sehr glückliches Beispiel für das eben Dar- 
gelegte bieten die Epi- und Hypozykloiden. Sie sind (Nr. 258) 

durch die Gleichung ^ = 6 cos— t dargestellt, die sofort zu der 

h ^ 

anderen « = a sin— t führt. Beginnen wir die Zählung der Bogen 

bei 7 = 7^, legen also die Gleichungen zugrunde 

[1] « = asin-(T — Tq), Ä = 6cos-(t — t) , 

€m Ol 

SO hat man für B die Darstellung in axialen Linienkoordinaten 

[2] v = igt , w = a sin- (t — t^) . 

Ist b/a ein rationales Verhältnis, so sind die Zykloidalen ratio- 
nale algebraische Kurven und die Arcuiden desgleichen, wie man 
aus [2] erkennt. Wir wissen ferner^ daß die Kurven [1] auch 
algebraisch rektifizierbar sind [Nr. 138 (4)], Also müssen es auch 
die Kurven [2] sein und zwar für jeden Wert von t^ . Mittels (6) 
erhält man m der Tat für bja ^ 1 

roi I1./20 + 6 [a + 6 h 1 , 2a-6 \a-b ,6 11 

[3] ,,_,^ = --6|-_^cos[-^T~-.,J+-^-^cos[-^.+ 

Hieraus geht wegen igt = — f^/fx wirklich eine algebraische Glei- 
chung zwischen 8b, x und y hervor. 

Der Fall b = a (gewöhnliche Zykloide) ist für sich zu be- 
trachten. Hier ist die Grundkurve transzendent, genügt in der 
gewöhnlichen Lage einer Gleichung ^(y, y^ = und ist durch 
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eine andere Gleichung A(8, y) = algebraisch rektifizierbar. In 
der Tat geht aus 

X = r((p — sin^) , y = r(l — cos^) 
hervor dyjdx = V(2 r — y)ly , also die Differentialgleichung 

yy'^ + y — 2r = o. 

Femer ergibt sich s = 21/2 r {2 r — y) , so daß also «' + 8 r y — 16 r'= 
ist. Trotzdem sind die Arcuiden der Zykloide nur für r^ = 0, also 
für die spezielle Lage algebraisch rektifizierbar, wenn sie auch für 
jede Lage algebraisch sind. 

Man erhält hier mittels (6) 

[4] «6 — «0 = ia(Töinro — f cos(2t — t^) , 

was die eben ausgesprochene Behauptung bestätigt. Schon aus 
[4] ist erkennbar y daß die Arcuide für r^ = eine reguläre 
Astroide, für jeden anderen Wert von t^ die Parallelkurve einer 
solchen ist. Die Gleichungen [2] geben auch sofort die Gleichung 
in Linienkoordinaten in der Form 

[5] %o^(u^ + t?«) = a« t«*(v cosTjj — u sinT^)* , 

wo nur noch die homogenisierende Variable u eingeführt wurde. 
Diese Gleichung [5] stimmt noch nicht mit (5*) in Nr. 76 überein. 
Machen wir aber die Drehung u = ü cos^^ Tq — r sin^ t^, v = ü sin^ r^ 
'hvcos^TQ, so geht [5] über in 

/ *^*(*' + v^ = ö'(w' -{-v^ — üv siuTjj) (w sin J Tp — v cos J t^)* 

\ =? a*(ü' + 1;* — ürsinto)* . 

Das ist die frühere Form. 

Beisp. 2. Des weiteren betrachten wir die gewöhnliche 
Kettenlinie. Ihre Gleichung in «, t ist 

[6] 8=pi^{t-t,), 

Die Arcuide für die spezielle Lage t^ = hat die Gleichung in 
Linienkoordinaten pv — w = 0; diese steUt den Punkt F mit 
den Koordinaten x = 0, y ^ p dar. Dreht man jede der durch 
diesen Punkt gehenden Geraden um ihren Schnittpunkt mit der 
X-Achse, so entsteht für jedes r^ eine Parabel, die die a?- Achse 
berührt und F als Brennpunkt hat. Diese Arcuiden sind also 
in der Tat bloß algebraisch, aber nicht auch algebraisch rek- 
tifizierbar. Ihre Gleichung ist 



w = pu 



UVq 



U + VVq 

Beisp. 3. Nicht jede algebraische, algebraisch rektifizierbare 
Kurve besitzt eine Bektifikationsachse in dem angegebenen Sinne. 
Wir sahen dies schon im 1. Beispiel bei der Astroide. Kurven 
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mit Bektifikationsachse sind z. B. die algebraisch rektifizierbaren 
höheren Parabeln mit der Gleichung y^» + ^ = ax^**; ihre Rekti- 
fikationsachse ist parallel zur o:- Achse. Für n = 1 ergibt sich die 
Neilsche Parabel^ deren Bektifikationsachse von ihrer Spitze drei- 
mal so weit entfernt ist als. von ihrem Brennpunkt. Näheres bei 
E. KösTLiN a. a. 0. S. 89 ff. Andere Kategorien werden wir in der 
nächsten Nummer und in Nr. 275 kennen lernen. 

268, Der in der vorigen IN'ummer bewiesene Satz über 
die Arcuiden aller algebraischen, algebraisch rektifizier- 
baren Kurven V führt zu einer charakteristischen Eigen- 
schaft der Eadialen algebraischer Kurven. Der Bogen 8 
der Kurve V ist gleich dem Krümmungsradius Ä einer 
Evolvente von V. Ist also V(«,t) = die Gleichung 
von V, so ist nach dem Satz von Humbebt fN"r. 266) 
^to> ö) = die Gleichung der Eadiale einer ganz be- 
liebigen algebraischen Kurve. Daher hat man den Satz: 

Trägt man auf einer beliebigen Geraden G durch den 
Pol der Radiale R einer algebraischen Kurve C jedesmal 
eine Strecke OQ ab gleich dem Radiusvelctor OP von R und 
fällt die Gerade T durch Q^senTcrecht zu OP , so ist die Ein- 
hüllende von T eine algebraische, algebraisch reJctifizierbare 
Kurve mit G als ReMifilcationsachse, 

Diesen Satz wollen wir gleich benützen, um den Be- 
weis zu liefern, daß die durch die Gleichung in axialen 
Linienkoordinateil 

(9) w = acos^"99 

bestimmte Kurvenfamilie, über die wir unten noch einiges 
mitteilen wollen, unendlich viele Gerade, und zwar alle 
ihre eigenen Tangenten zu Eektifikationsachsen hat (n eine 
ganze positive Zahl). Wir müssen zu diesem Zwecke nur 
Gleichung (9) auf eine behebige Tangente als Achse trans- 
formieren, die neue Gleichung w' = Q{(p^ in Polarkoordi- 
naten deuten und zeigen, daß zu der Kurve q = ii{0) 
als Grundkurve eine algebraische Kurve als Antiradiale 
gehört. 

269. Es seien Wq , (Pq die Koordinaten einer beliebigen 
Tangente def Kurve (9), die wir als neue Achse nehmen 
wollen. Ihr Schnittpunkt 0' mit der alten Achse sei An- 
fangspunkt für die neuen Koordinaten w% q?\ Schneidet 
eine variable Tangente diese Achse in Q\ so ist 0'^/=«?' 
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und der spitze Winkel bei Q' gleich \n — (p\ Man erhält 
dann laut Fig. 185 die Transformationsformeln 

«; = (t(7 - ^?o)— cosy^ ' 9^ = ifT + (9^ - 9^o) • 

Kehrt man diese um und setzt in (9) ein, so ergibt sich 
als transformierte Gleichung, da Wq == acos^^q^Q 

(9*) w' = a<sin^-(9,' + q>o) - cos^^o) "^^^^^^"^ • 

Ersetzen wir hier w' durch ^ , q?' durch t , so haben wir 
die Kurve Ä=ß(T), die Antiradiale von Q = ii{0). "Diese 
Antiradiale hat in kartesischen Koordinaten die Parameter- 
darstellung 

(10) x=lw'coBq)^dq)' , y = jw' sintp' d(p' , 




Fig. 186. 

und es ist nur nötig, daß diese Integrale algebraische 
Funktionen von sin^', COS99' seien; dann ist die Kurve (10) 
sicher algebraisch. 

Nun ist leicht zu erkennen, daß die geschweifte 
Klammer auf der rechten Seite von (9*) den Faktor cos^p' 
enthält; denn setzt man 9?' = |(2 x + 1) jr , so verschwindet 
die Klammer. Daher ist diese rechte Seite eine ganze 
rationale Funktion von sin 99' und cos 9?'. Desgleichen 
stehen in (10) unter dem Integralzeichen nur Aggregate 
von Gliedern der Form ^ sin"* 9?' cos" 9?', wo m + n un- 
gerade. Es ist bekannt, daß die Integration jedes solchen 
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Gliedes eine rational ganze Funktion von sin9:'^, co&q)^ er- 
gibt^^^). Die Integrale in (10) sind also selbst rational ganze 
Funktionen von sin^^^ cosq)% also (10) eine algebraische 
Kurve. Daraus können wir nun nach Kr. 268 schließen, 
daß die Kurve (9) algebraisch rektifizierbar ist und alle 
ihre Tangenten zu Eektifikationsachsen hat. 

270. In Plückerschen Linienkoordinaten ist die Glei- 
chung von (9) 

(11) w{u^ + v^)* = au^* + ^. 

Hieraus sieht man gleich, daß die Kurve die unendlicli 
ferne Gerade nur in den Kreispunkten berührt, also ganz 
im Endlichen liegt. Auch erkennt man die o?- Achse {u = Oy 
to = 0) als singulare Tangente. Mit Hilfe der magischen 
Form der Tangentengleichung 

ScoBq> + i; sin 97 = acos*"+V 
erhält man (durch Differentiation) für den Berührungspunkt 

I - Lx- . 1) — 2ncos*9?]cos*"9? , 
(11 ) 



I f = a[(2n + 
\ fj = — 2 an si 



sm^pcos^^+^^p 



und hieraus 



— 2{n + 1) Bin^^] cos?^~^ q? &iaq) d<p , 



(12) I ^^ = 2«t^[l-2(n + 

\ df] = — 2an[l — 2(n + 1) sin^ (p] co&>^*~^ q? coBq> dq) . 

Demnach ist die singulare o;- Achse im Anfangspunkt 
Tangente (COS9? = 0) . Der Punkt hat nach (11*) für jedes n 
den Charakter einer Spitze. Des weiteren hat die Kurve 

noch in den durch sin 9? = +l/y2(w + 1) bestimmten Punk- 
ten einfache Singularitäten, die sich durch genauere Be- 
trachtung als Spitzen ausweisen. Die Kurve kann ja auch 
gar keine Knoten haben, da nach (9) jedem Winkel 9? nur 
ein Wert von w entspricht. Die beiden Spitzen liegen, 
wie die ganze Kurve, zur a?- Achse symmetrisch. Alle 
Kurven der betrachteten Familie bestehen also aus drei 
Bögen, die in Spitzen aneinander schließen. Sie gehören 
somit zu den sogenannten »dreieckigen Kurven«, auf 
die Euler stieß, als er das allgemeine Problem zu lösen 



***) S. z. B. Sbbeet-Soheffers, Diff*- u, Integr.-R, 3. Aufl., 
Leipzig 1907, S. 104/5. 
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suchte: „G^eben ein leuchtender Punkt P; gesucht eine 
Kurve C derart, daß ein von P ausgehender Lichtstrahl 
nach zweimaliger Eeflexion an C zu P zurückkehrt"^^*). 
Betrachtet man eine Kurve (9) als Arcuide, so ist 
die Grundkurve nach unseren frilheren Sätzen ebenfalls 
algebraisch und algebraisch rektlGzierbar und zwar für 
jede der durch (9) bestimmten Lagen. Den einfachsten 
JPall erhält man natürlich mittels (9) selbst. Für die 
Grundkurve V ist dann 

(13) • 8 = acoB^*t. 

Hieraus ergibt sich 

IX = -75 — ^^ a cos^^+^T 
2n + l 
y = 2na/cos^*'"^Tsin*TdT . 

Zwischen der Abszisse x und dem Bogen 8 besteht also 
die Gleichung 



(I3t) i = (. 



2n 

2n a) 



Solche Kurven, deren Bogen einer Potenz der Abszisse 
proportional ist, sind schon öfters Gegenstand der Unter- 
suchung gewesen. Wir werden in Nr. 277 auf sie zurück- 
kommen. 

271. Setzen wir in (9), (9*), (11) oder (11*) n = l, so 
erhalten wir eine Steinersche Hypozykloide. Denn 
die Kurve ist vierter Klasse und hat die unendlich ferne 
Gerade als isolierte Doppeltangente mit den Kjeispunk- 
ten als Berührungspunkten; sie hat ferner drei Spitzen, 
deren Tangenten Winkel von 120® miteinander bilden 
(sin (p = +\) . Die Steinersche HypozyJcloide ist sonach 
die Arcuide einer Kurve mit der Gleichung s = a cos^t . 
Da hieraus Ä = — 2 a sinr cosr , so lautet die natürliche 
Gleichung dieser Kurve Ä^ = 4«(a — «) , die sofort in die 
Form ^^ + 4tS^ = konst. gebracht werden kann, also eine 
reguläre Astroide darstellt, 

*^*) Siehe P. H. Fuss „Corr. math, et phys, de quelques cilibres 
giom. du 18^ Siecle", St. Petersburg, 1843, I. Bd. S. 314, 341—54; Act. 
Enid. 1746; Act. Ac. Petrop. 1778, pars posterior, Petersburg 1781. — 
Die speziellen Kurven (11) hat Euleb aber nicht betrachtet. 
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Wir wissen aus dem obigen, daß, wenn wir jede Tan- 
gente der Steinerschen Hypozykloide tun ihren Schnitt- 
punkt mit einer festen Tangente um den Winkel x drehen, 
eine neue algebraische Kurve entsteht, die ebenfalls alge- 
braisch rektifizierbar ist. Es ist von Interesse zu sehen, 
was für eine Kurve das ist. Setzen wir in (9*) n = 1 j 
so kann man die Gleichung leicht auf die Form bringen 

w = a[sin9? sin2 q?Q — COS9? cos2 9^0] sin(9? + 9^0) , 

oder schließlich « 

(14) w = —a [sin (2 9? + 3 9^0) — sin 9^0] . 

Machen wir hier die Substitutionen (p = ^ — x ^^^ ^9o—^X 
= 3 ^0 > so wird 

(15) w = — a[sin(2 ^ + 3 ^0) "~ sin^ol + ^ • 

Die Konstante c «= a(sin99o — sin^o) bedeutet nur eine Ver- 
schiebung des Anfangspunktes für die Zählung von w ; 
also stellt Gleichung (15) dieselbe Steinersche Hypozykloide 
dar wie (14), und wir haben den Satz von Laquerre^iö). 
Dreht man jede Tcmgente einer Steinerschen HypozyJcloide 
um ihren SchnittpunJct mit einer beliebigen festen Tcmgente T 
um denselben WinTcel, so entsteht eine der ursprünglichen 
Icongruente Steinersche HypozyTcloide, die auch T zur Tan- 
gente hat, 

272. Wir wollen noch der Arcuide der logarithmi- 
schen Spirale q = ce""^ {x = ctg/i) für kurze Zeit unsere 
Aufmerksamkeit schenken. Wir können diese Kurve auch 
aus der Eadiale der Spirale, die mit dieser kongruent ist, 
also auf dieselbe Polargleichung gebracht werden kann, 
ableiten. Die Gleichung der fraglichen Kurve ist also in 
axialen Linienkoordinaten 

(16) w = ce'*f'. 

In Fig. 187 ist die Kurve gezeichnet, indem OÄ = w = q^ 
^BAQ^(p-\'\7i = gemacht Wurde. Eine Eotation der 
logarithmischen Spirale um 90® würde die in (16) an- 
gewendete Substitution q? = veranschaulichen. Da es 
auch von allgemeinerem Interesse ist, wollen wir hier an- 

■") S. die Abhdlg. „/S'wr quelques propr, de VHypocycloide ä tro%8 
Points de rebr.", Bull. soc. math. France, 1879 {Oeuorea U, S. 580). 
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geben, wie ans (16) direkt die natürliche Gleichung ab- 
geleitet werden kann. Dazn müssen wir erst die Länge 
QP == t der Tangente (s. Fig. 186) ausdrücken. Es ist 
{t + dt) : dw = COS99 : dq) , also 

(17) « = -^cos9>. 
Ferner hat man 

{t — ds) : {t 4- dt) == (COS9? — sin 9? d(p) : COS93 

und hieraus 

(18) ds = --dt + dw sin 99 . 

Wendet man dieses Verfahren auf (16) an, so ergibt sich 
i ds = xw(2eiJi(p — xQOSq?)d(p , oder 
[^ = xw{2Bi.n(p — X COS9?) . 




EQeraus wäre ohne' Schwierigkeit auch die natürliche Glei- 
chung in^jS abzuleiten. Es genügt aber das Vorhandene 
zur Diskussion. 

Wir bemerken zuerst, daß die Kurve bei w = in 
für 97 = — 00 beginnt und sich bis ins Unendliche erstreckt 
für 9? = +00 . Für zwei Punkte P , Pi , deren Winkel 99 , (p^ 
sich um 71 unterscheiden, erscheinen sowohl w , als auch t 
mit e^** multipliziert, letzteres allerdings negativ; aber man 
sieht, daß für i(4 A + 3) JT > ^ >^(4 A + 1) JT die Sichtung 
der Tangente von Q aus nach abwärts zeigt, t aber 
zwischen denselben Grenzen negativ ist. Also befindet sich 
die ganze Kurve oberhalb der Achse. Die Punkte P, Pj 
liegen also in einer Geraden mit und die Kurve be- 

WiELBimEB, Spezielle ebene Kurven. 25 
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stellt aus unendlich vielen zueinander ähnlichen, in bezug 
auf O ähnlich gelegenen Bogen. Da t für endliches q> 
immer endlich ist, ist die ganze Kurve zwischen zwei 
von O ausgehenden Halbgeraden E und Z enthalten. An 
die Achse Z treten die Bogen berührend heran, an die 
Oerade Z mit Spitzen. Kennen wir tp den Winkel (Z , Z) , 
so findet man aus (19) wegen Ä = tg^v'^i^* I°* 
Zusammenhalt mit (17) ergibt sich also die einer Spitze 
entsprechende Tangentenlänge Q8=^tg = 2wgmn^ipj d.h. 
es ist 08=ÖQ (Fig. 187). Die Bogen, aus denen die 
Kurve besteht, reduzieren sich schHeßUch, immer kleiner 
werdend, auf den Punkt , wo in der Tat Ä = wird. 




Flg. 187. 



273. Diese Arcuide der logarithmischen Spirale ist 
nun deshalb sehr interessant, weil sie eine unmittel- 
bare Verallgemeinerung der gemeinen Zykloide ist 2^^. In 
der Tat sahen wir schon, daß die letztere die Arcuide 
eines Kreises darstellt, der ja aus der logarithmischen 
Spirale ^ = c c^ ^^f^ für /ji = ^n (x = 0) hervorgeht. Um 
aus (16) direkt die Zykloide abzuleiten, beachte man, daß 

(20) "5^ = ^ • ^*^^ 



'*') Von diesem Standpunkte aus wurde sie von K Köstlin 
zuerst aufgestellt. S. Mitt. math. V. Württ. (2) 9, 1907, 21—30 und 
eine zweite, erst angekündigte Abhandlung desselben Verfassers. 
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und lasse nun ins Unendliche rücken, gleichzeitig aber 
fi^ :^n werden, so daß lim«? • ctgytt = a wird. Dann er- 
gibt sich durch Integration die uns schon bekannte Olei- 
chung w = a((p — (p^ der Zykloide. Die Form dieser Glei- 
chung sagt aus: Dreht man jede Tangente der ZyMoide um 
ihren SchniUpunTct mit der 8cheitelgeradeny so tritt nur eine 
Verschiebung der Zykloide längs dieser Geraden ein. Er- 
setzen wir w und q? durch q und 6, so sehen wir, daß 
die Zykloide sich aus der archimedischen Spirale ableiten 
laßt wie die »Logarithmoide« — so wollen wir jetzt 
die neue Kurve nennen — , aus der logarithmischen Spirale. 
Die Yerschiebbarkeit der Zykloide, die übrigens aus der 
Ghaslesschen Erzeugung auch ohne weiteres einleuchtet, 
entspricht der Eigenschaft der archimedischen Spirale, mit 
jeder Konchpide kongruent zu sein. Ersetzen wir in (16) 
qp durch (p — q>oi drehen also jede Tangente der Logarith- 
moide um ihren Schnittpunkt mit der Achse E um den 
Winkel <Pq, so entsteht die Kurve w = o'e'''f' (c'=ce''''*'«), 
die zur ursprünglichen in bezug auf homothetisch ist. 
Diese Eigenschaft ist derjenigen der logarithmischen Spirale 
analog, daß für diese jede Ähnlichkeitstransformation 
vom Pol aus mit einer l^loßen Drehung identisch ist. 

274. Aber die Analogie 
der Logarithmoide und Zyklo- 
ide ist noch viel weitergehend. 
Betrachten wir die Länge 
von t 

(21) < = t(?ctgyu-cos9? , 

so sehen wir sofort die Bichtig- 
keit folgender Konstruktion 
des Berührungspunktes P einer 
Tangente T ein (Fig. 188): 
Man errichte im Schnittpunk- ^9- W8. 

te Q von T mit E das Lot 

auf H und schneide dieses mit der Oeraden H , die durch 
geht und mit H den Winkel^ji — yw einschließt, in dem 
Punkte Qi. Das Lot QiP auf T gibt den Berührungs- 
punkt P . Wir können auch sagen, P liege auf dem Kreise 
mit dem Durchmesser QQi^w ctg/u. Die Einhüllende 
aller entsprechenden Kreise ist die Gerade Z . Denn fällt 

25* 
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P mit dem Berührungspunkt 8 der zweiten von O an den 
Kreis gezogenen Tangente zusammen, so ist 08 = 0Q j 
was wir für die Spitzen charakteristisch fanden. Es 
ergibt sich auch direkt <i:80Q = yj. 

Nun denken wir uns eine logarithmische Spirale S 
auf H rollend. Ihr momentaner Berührungspunkt sei Qi , 
ihr Pol liege in Q . Dann ist bekanntlich OQi gleich der 
Länge des Bogens von Q^ bis zum Pol. Die Bewegung 
begann also in O und der Pol beschrieb die Gerade E. 
Ist T eine durch den Pol von 8 gehende, in der Ebene 
von 8 feste Gerade, so ist der vorhin konstruierte Punkt P 
der momentane Berührungspunkt mit ihrer Enveloppe. Wir 
können demnach sagen: Rollt eine logarithmische 8pirale auf 
einer Geraden, so hüllt jede durch ihren Pol gehende Gerade 
eine Logarithmoide ein. Für ill = ^7i wird ^=.= 0, H und Z 
fallen zusammen und werden parallel E; die vorige Er- 
zeugung geht in die Ghaslessche der ZyMoide über. 

Wir sehen weiter aus (20), wenn wir w und q? als 

Punktionen der Zeit (g) auffassen, daß -^ : -— - = xw . 

^ ^ ' ds dg 

Daher können wir die Erzeugung auch folgendermaßen 
aussprechen: Bewegt sich ein P%nTct Q auf einer Geraden E 
mit der Geschwindigkeit a«o und dreht sich dabei eine Gerade T 
um Q mit der WinTcelgeschwindigJeeit a^ , so umhüllt T eine 
Logarithmoide, wenn in jedem Augeniblich der Quotient Ow/a^ 
proportional dem Wege w von Q ist. Auch diese Erzeugung 
geht in der Grenze in die Ghaslessche über. 

Zusatz. Indem man (20) anders deutet, läßt sich auch eine 
der gewöhnlichen Punkterzeugung der Zykloide analoge Erzeugung 
der Logarithmoide angeben. Femer möchten wir noch darauf hin- 
weisen^ daß, wie die Zykloide eine Parallelprojektion der Loxo- 
drome des Kreiszylinders (Schraubenlinie) ist, die Logarithmoide 
eine Parallelprojektion der Loxodrome des Kreiskegels (vgl. 
Nr. 179, Zus.) darstellt, müssen aber bezüglich genauerer Aus- 
führungen zu beiden Angaben auf die Originalabhandlung ver- 
weisen. 

275. Als letztes Beispiel in der Eichtung der zur 
Diskussion stehenden Untersuchungen mögen die Kata- 
kaustiken der binomischen Kurven y = xaf^ für parallel 
zur ^- Achse einfallende Lichtstrahlen behandelt werden. 
Fallen die Strahlen parallel zur o;- Achse ein, so muß nur 
der Exponent reziprok genommen werden. Bedeutet t. 
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wie immer, den Tangentenwinkel, der zum Inzidenz- 
piinkte M {Xy y) gehört, so ist die Gleichung des reflek- 
tierten Strahles in den laufenden Koordinaten {, rj 



(22) 



f£| = -ctg2T, 



da dieser mit der o;- Achse den Winkel (2 t — -1^:71) ein- 
schließt (s. Fig. 189). Nun ist tgr ^xnaf^-^ , also 

tg2T = 2xna?«-V(l — »*»*a^"-*). 

Die Gleichung des Strahles (22) kann folglich geschrieben 

werden 

(22*) 2xnaf-^fj - xaf) = (f — i»)(x«n«aj2«-2 - 1) . 

Diese Gleichung wäre nach x zu differentiieren und dann 
X zwischen beiden Gleichungen zu eliminieren, was jeden- 
falls zu einer längeren, unübersicht- 
lichen Bechnung Anlaß gäbe. Man 
hilft sich hier, indem man die Länge l 
von M bis zum Berührungspunkt O^ 
des reflektierten Strahles mit der 
Enveloppe bestimmt. Hierfür gibt 
es einen allgemeinen, schon von 
TscHiBNHAUSEN in Seinem Brief- 
wechsel mit Leibniz angewendeten 
Satz (seit 1681). Erinnern wir uns 
an die Konstruktion des Punktes Ci 
für einen im Bndlichen li^enden 
Lichtpunkt P (Fig. 88, S. 192) und las- 
sen dort P auf MP ins Unendliche 
rücken, so wird JPOi II PJf, demnach, da Ö-Jf = äcost, 
FM = « cos^T , Jlf d (= JP Ol) = i Ä cosT . Wir haben also 

(23) ? = i«cosT. 

Wenden wir dies in unserem Falle an, so erhält man 

zunächst f ir - f = i«cöSTsin2T 




Fig. 189. 






^äcostcos2t 

und wenn man Ä s= (l + x*n^a^^'-^)ilxn(n — l)a?~-* setzt 
und die Funktionen von r durch tgr ausdrückt, schließlich 



(24*) 



» — 2 
n— 1 ' 



V 



2xw(n— l)a?'»-2 
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Die Gleichung der gesuchten Bnveloppe kann man als- 
dann in der Form schreiben 

(24t) , = ^[^f«+_|;L_ 

WO A^x(n — 1)**- V(» — 2)*"^ gesetzt ist. Für rationales n 
ist also auch die Katakaustik algebraisch. Zu jeder Kata- 
kaustik von der Form (24 1) . gehören aber offenbar zwei 
binomische Kurven als reflektierende Kurven mit den 
Gleichungen y = xa?** und y = x'a^"*. Man erhält eine 
Belation zwischen x und x% wenn man den Koeffizienten 
^ = x(» — l)*-7(n--2)*-^ gleich dem in x' geschriebenen 
Koeffizienten von f""^ setzt, wo zu gleicher Zeit n durch 
2 — n zu ersetzen ist. So ergibt sich 

(25) -'=^^^^?^. 

Beisp. Sueben wir die Eataliaustiken f(lr die Parabel y=skx^ 
Und die Neilsche Parabel y ^= x^x^ , deren Exponenten sich zu 2 
ergänzen, so erbalten wir die beiden Kurven 

'"e^^^"'""^*^ "^^ ^ = 4^(4 + 3.-1). 

Die- Bedingung (25) aber ergibt hx^ = Ail^Y^ . Benutzen wir 
diese, so ergibt sich die völlige Identität der beiden Katakaustiken. 
Führt man die Gerade AS — 9x' = als neue y- Achse ein, so 
erhalten die Gleichungen die Form 

und tuir erkennen die TBchimhatisensche Kubik (Nr. 34) cUs Kata- 
kaustik der gewöhnlichen und der Neilschen Farcihd, 

276. Wir bestimmen nun die Bogenlänge der Kata- 
kaustik (24 t). Man erhält 

also 

Hieraus folgt, für nicht ganzzahliges n bei Hinzunahme 
von (6): JeAe Katakaustik einer binomischen Kurve für 
Strahlen paraUel zu einer Achse ist rational rektifizierharj 
d. h. eine Richtungskurve. Für die Kurve des vorhin ge- 
gebenen Beispiels, die Tschirnhausensche Kubik, wurde 
diese Eigenschaft schon in Nr. 95 festgesteUt. 
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Ferner denken wir jetzt von der Katakanstik (24t) 
die Areuide gebildet und bestimmen deren Bogenlänge 
nach der Formel (6*): »^ — «o = 2 ?;-— rj . Für fj ist die 
Formel in ^r. 266 angegeben. Es ist demnach 

1 + V' 



8^— 8o = 2rj — rj 






Nicht ohne Mühe errechnet man hieraus den Ausdruck 

(^7) s,-8o^ 2An(n^l){n^2) ' 

aus dem man im Vergleich mit (26) sofort sieht, daß 

(28) «6-«o = Y^(«-«o). 

Der Bogen der Areuide unserer Katakaustik ist also 
dem entsprechenden Bogen der Katakaustik selbst pro- 
portional. Außerdem ist jede Tangente gegen die ent- 
sprechende Tangente der Katakaustik um ^n gedreht. 
Daher i8t die Katakauetik zu ihrer Areuide ähnlich. Nach 
unseren obigen Sätzen hat die Areuide die a;- Achse zur 
Bektißkationsachse , die Katakaustik selbst also die 
^ -Achse. Dies ist bei der Tschirnhausenschen Kubik die 
Scheiteltangente der Kurve. Da femer für die Areuide 
w = 8 — 8q ^"^ {1 —n){8f, — 8o) ist, so hat die Katakau- 
stik dieselbe Eigenschaft in bezug auf die ^ -Achse und 
wir können sagen: Die Tangenten der in Rede 8tehen' 
den Kata7eau8tiTcen 8chneiden auf ihrer Bektifi1cation8ach8e 
vom Anfang8punTct au8 gerechnet Stücke äbj die den von 
einem beliebigen Punkt an geme88enen Kurvenbogen pro- 
portional 8ind, Wächst w um w^, 8f, um 8^, so ist 
«?' = (1 — n) 8i . Der Zuwachs von w ist also wirklich 
dem Zuwachs des Bogens proportional. Dies führt uns 
auf einen neuen Begriff, über den wir einige Worte sagen 
müssen. 

Denken wir uns auf der ^- Achse einen Herrn mit 
einer gewissen Geschwindigkeit spazieren gehend, dem sein 
Hund, der aber eine (1 — n)"^-mal so große Geschwindig- 
keit hat, zuläuft, so daß er ihn immer im Auge behält, 
so bescliüreibt der Hund gerade eine Kurve wie die Kata- 
kaustik (24t), die nur je nach dem Ausgangspunkt von 
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Herr und Hund eventueU in der Eichtung der ^- Achse 
zu verschieben ist. Nur bei gleicher Geschwindigkeit (n==0) 
versagt die Gleichung. Die direkte Inangriffnahme des 
Problems ergibt dann eine uns nicht weiter interessierende 
transzendente Kurve. 

Die Kurven (24t) heißen daher auch »Verfolgung» - 
kurven der Geraden«. Auch der aus dem angezogenen 
Beispiel hervorgegangene Name »Hundskurve« ist in 
Gebrauch ^^^). Die Tschirnhausensche Kubik tritt auf, 
wenn der Hund mit doppelt so großer Geschwindigkeit 
auf den Herrn zu oder von ihm weg läuft (n=^ oder n=f) . 
Geht der Herr in einer anderen Kurve, so beschreibt der 
Hund eine allgemeinere Verfolgungskurve: Jedoch ist die 
Integration der aus dem Problem entspringenden Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung nur im Falle der Geraden 
vollständig durchführbar. 

277. Zum Schlüsse dieses Paragraphen wollen wir noch 
kurz die Transformation besprechen, durch welche man aus 
den binomischen Kurven y = a*-"a?** die schon in Nr. 270 
berührte Kurvenfamilie mit der Gleichung 

(29) « = ai-«a?~ 

erhält. Es besteht diese einfach darin, daß man in der 
kartesischen Gleichung 

(30) y ^fix) 

einer Kurve die Ordinate y durch die Bogenlänge 8 ersetzt. 
Die Koordinaten «, x nennt man »Bogenkoordinaten« ^^^). 
Es ist ein sog. »halbnatürliches« Koordinatensystem. Der 
Übergang zur natürlichen Gleidiung in ^ , « ist nicht 
schwer. Da 

(31) s =fix) , 



*^') NiiSoh S. Günther (Studien z, Gesch, d, math, u. phya, Geo- 
graphie, Halle 1878) soll schon Lionardo da Yinoi sich mit dem 
Problem beschäftigt haben. Die erste' eigentliche Lösung ist von 
Bov&üER (M^m. Ac. Paris 1732). 

'^*) Die Koordinaten wurden schon von Edler (Ck>mm. Ac. 
Petr. 6, 1738, 28—36) angewendet. S. bei E. Wölffinö"»). Die 
Kurvenfamilie (29) behandelten insbesondere C. B. Fleisoheb, 
Progr. Grimma 1840; M. ÖAirroR, Diss. Frankfurt a. M. 1851, und 
RiOH. Müller, Progr. Berlin 1889. Man sehe auch B. Tortolini, 
Joum. f. Math. 26, 1843, 288—310. 
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so hat man da^ =f^(x)dx^ = dx^ + äy^y also durch noch- 
malige Differentiation nach x 

dy d*y ds d^8 ,,. . «„ v 

während dy/dx = ifH^) — 1 ist. So ergibt sich ans der 
Formel « = [^]j^ ^^ 



(32) « = 



dx^ 

f"(xW*(x)-l 



/» 



Die Elimination von x ans (31) und (32) führt zur natür- 
lichen Gleichung. 

278. Wendet man die Formel (32) anf Gleichung (29) 
an, so ergibt sich ohne Mühe 



(33) 



^ / 2(n-l) 



als natürliche Gleichung der Kurven, deren Bogen einer 
Potenz der Abszisse proportional ist. E. CesIbo fand 
nun 2*^), daß diese Kurven die Evoluten der Bibaucourschen 
Kurven seien. Für diese hat man in der Tat [Nr. 214 (56*)] 

v-\-\ d^ 



ds = 



v- 1 



1/(1 )'•■'- ' 



Setzt^ man hier (vgl. Nr. 81) ds = «d«/5? und « = s , 

wo ^, 5 die Elemente der Evolute seien, so erhält man 
sofort 



(34) « 



=^^|/(i)''-'-i 



als Gleichung der Evolute einer Bibaucourschen Kurve. 
Diese ist aber mit (33) identisch, wenn man nur dort n^ 
in die Konstante a einbezieht und n = ^(1 — v) setzt. 
So erhalten wir folgende bekannte Kurven als Eepräsen- 
tanten der Kurvenfamilie (29): 



•*«) Nouy. Ann. math. (3) 13, 1894. 
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v = 0; 


» = i) 


gemeine Zykloide, 


v = -2; 


1 «-!• 


; Feilsche Parabel, 


V- 3; 


; n — 2; 


, Evolute der Kettenlinie, 


v = -i; 


; n-l 


; reguläre Astroide. 



279. Wir können auch noch den Grenzfall n = ins 
Auge fassen. Damit aber dann die Gleichung (29) einen 
Sinn behalte, subtrahieren wir rechts a , d. h. wir zählen 
die Bogen von einem anderen Punkte aus und multipli- 
zieren links mit n, d. h. wir ersetzen a durch a/n . Dann 
wird 

(35) 8 = a.Um^^^^^^^^^^ - alog- . 

Vermittels (32) erhält man 

(36) « = -Jya2-i»2 

und dann die natürliche Gleichung 

(37) « = _aye-2«/«-l. 

Im Grenzfalle n » stellt also (29) eine Traktrix dar. 
Wir erwähnen femer noch, daß der Gleichung, die 
derjenigen der gleichseitigen Hyperbel analog ist 

(38) a?2~»2 = a2 

eine gewohnhche Kettenlinie entspricht. Dennes ergibt 
sich « = -x^lß , also « = a + s^lä {ä = -a) . BezügHch 
weiterer Eigenschaften der Evoluten der Bibaucourschen 
Kurven verweisen wir auf Loria 8. 604/6 und die dort 
angezogenen Arbeiten *^i). 

§ 32. EinteOung der transzendenten Kurven. 

280. Wir haben in diesem Buche, das sich wesent- 
lich mit metrischen Eigenschaften spezieller Kurven be- 
schäftigte, die übliche Trennung in algebraische und tran- 
szendente Kurven nicht durchgeführt. In der Tat sahen 
wir auch, daß viele Familien je nach der Wahl des In- 

*'^) Hatok DB LA GoupiLLiÄBB, Joum. Ec. polyt. Cah. 43, 1870. — 
O. Wkbth, Progr. Celle 1874. 
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dex algebraische oder transzendente Individuen lieferten. 
Andererseits ist uns nicht unbekannt, daß die algebra- 
ischen Kurven ein geschlossenes System bilden, dessen 
.Eigenschaften durch die Eigenschaften der algebraischen 
Formen, durch das Verhalten gegenüber projektiven und 
höheren Transformationen bedingt werden. Eine ähnliche 
Theorie existiert für transzendente Kurven bis heute 
nicht. Ja es gibt für diese letzteren, trotz ihrer vielfachen 
Beziehungen untereinander, noch, gar kein Einteilungs- 
prinzip. Allerdings wurde in dieser Bichtung schon ein 
nicht unbedeutender Schritt getan durch O. Lqria. Dieser 
faßte alle transzendenten Kurven, die einer algebraischen 
Differentialgleichung erster Ordnung ytt***^ Grades 

<" /(•.». S)-i;/*.»)(lf')'-<> 



genügen, in eine Elasse zusammen, die er »panalgebra- 
ische Kurven« nennt*"). Der Name ist sofort daraus 
verständlich, daß natürlich alle algebraischen Kurven 
selbst einer Differentialgleichung von der Form (1) ge- 
nügen, also eine ünterabteUung der panalgebraischen 
Kurven bilden. Ob nun eine gegebene Kurve eine solche 
Gleichung befriedigt, erkennt man ohne weiteres an dem 
Ausdruck für dyjdx. 

Die Differentialgleichung (1) steUt aber dann nicht 
bloß die eine, sondern ein ganzes System von Kurven dar. 
Setzt man statt d? , ^ die Koordinaten eines festen Punktes 
(a?o > yo) -öi^j so resultiert eine Gleichung /i**° Grades in dyjdx . 
D. h. durch jeden Punkt der Ebene gehen fi Kurven des 
Systems. Die dualistische Zahl v , die angibt, von wieviel 
Kurven des Systems eine Gerade berührt wird, erhält man 
durch den Grad der Gleichung, die entsteht, wenn man 
y == HX + a^ dyjdx = h setzt. Die Zahl v ist dann die 
höchste vorkommende Ordnungszahl eines der Ausdrücke 

281. Ziehen wir nun von einem Punkte P{Xq , ^y^) ^n 
alle Kurven des Systems die Tangenten, so werden deren 

"«) Ber. böhm. Ges. Prag 1901 = Le mat. pur appl. 2, 1902. 

"^ Solche Systeme untersuchte näher Foürbt, BuU. Soc. math. 
France 2, 1874, 72-83, 96—100. — Vgl. auch Clbbsch-Lindkmank. 
Vorlesungen über Qeam. I, Leipzig 1876, 962—978. 
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Berührungspnnkte einen Ort erfällen, der immer eine al- 
gebraische Kurve ist, die in P einen yu-fachen Punkt hat. 
Die Ordnung der Kurve ist leicht festzustellen. Denn 
legen wir durch P eine beliebige Gerade L , die nicht mit 
einer der fi Tangenten in P zusammenfällt, so wird diese 
noch von v Kurven des Systems berührt, und es hegen 
also auf L fi + v Schnittpunkte des gesuchten Ortes. 
Dieser ist also eine Kurve {ja + v)^^ Ordnung. Dualistisch 
umhüllen die Tangenten in allen Punkten, wo eine Ge- 
rade Q die Kurven des Systems schneidet, eine Kurve 
{ji^y^M Klasse mit Q als y-facher Tangente. Ist nun 
die Orundkurve transzendent, so hat diese selbst schon 
unendhch viele Tangenten durch P und unendlich viele 
Punkte auf Q , i^enn auch oft nur wenige oder auch gar 
keines dieser Elemente reell sind. Es genügt also, den 
Ort der Berührungspunkte von P an die Kurve zu kennen, 
um beide »Charakteristiken« fi und v angeben zu können. 
Z. B. fanden wir bei den Zykloidalen als Berührungspunkt- 
kurve die Fußpunktskurve eines Kegelschnittes mit dem 
Doppelpunkt in P (Nr. 150). Es ist also /i + y = 4 und 
/i » 2 , also V = 2 . Jede eigentUche Zykloidale ist also 
panalgebraisch mit den Gharakteristiken (2,2). Die ge- 
meine Zykloide hat die Gharakteristiken yu »« 2 , v = ly 
da ihre Berührungspunktkurve eine Kubik mit Doppel- 
punkt in P ist. Ihr »Tangentenort«, wie wir das dualisti- 
sche Glebilde nennen wollen, ist also eine Kurve 3. Klasse 
mit Q als Tangente. Es ist nicht ohne Interesse, diesen 
Ort direkt aufzustellen. 

Nach TSt. 273 ist die Differ^itialgleichung der Zy- 
kloide in axialen Linienkoordinaten dwjdq) = a , oder^ 
da 9? =* arc tgi? , also dq) = dt?/(l -f v^)- 

12) — = ^ 

^ ^ dv 1+v^ ' 

Nun ist die Oleichung des Berührungspunktes einer Tan- 
gente (w , v) der Kurve in i^ , t; als laufenden Koordinaten 

Soll dieser Berührungspunkt auf Q (wq , t^o) hegen, so 
muß (3) für w; =:= f(?o , v = Vq erfüllt sein. Die w , v samt- 
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lieber Tangenten der Zykloide, die diese und alle Kurven 
des durch (2) gegebenen Systems in den Punkten von G 
berühren, erffillen also die Gleichung 

(4) (t* — t*o) (w^ + 1?2) = au^{uvQ — vuq) . 

Dies ist die Oldchnng der gesuchten Enveloppe, wo nur 
mit u homogenisiert nnd w=l gesetzt wurde. Die durch (4) 
dargestellte Kurve 3. Klasse berührt die unendlich ferne 
Oerade doppelt in den Kreispunkten, und wir können da- 
her sagen: Die Tangenten einer Zykloide in allen Punkten, 
wo sie von einer Geraden G geschnitten wirdj berühren eine 
ßteinersche Hypozykloide^^^). 

292. Wir erinnern uns ferner für Berährungspunkt- 
kurve und Tangentenort bei den .W- Kurven je einen Kegel- 
schnitt durch P oder mit Q als Tangente gefunden zu haben 
(Kr. 248). Die W- Kurven sind also die einfachsten Kurven 
von diesem Gesichtspunkte aus; sie haben die Gharakte- 
nstiken (1,1). Außerdem geben wir unten noch das Bei- 
spiel der Traktrix, da auch hier bemerkenswerte Kurven 
sich ergeben. G. Lobia hat in seinem Buche bei jeder 
panalgebraischen Kurve die Charakteristiken angegeben, 
die auf die oben angedeutete Weise meist leicht zu be- 
stimmen sind. Es genügt daher für uns zu wissen, welche 
von uns behandelten Kurven nicht panalgebraisch sind. 
Es sind das' nur die Klothoide, die Kettenlinie gleichen 
Widerstandes und die allgemeinen Ces^oschen Kurven. 

Zusatz. Von den vielen Sätzen, die G. Loria über die pan- 
algebraischen Kurven in Analogie mit Sätzen über algebraische 
Kurven aufgestellt hat^ sei wenigstens einer noch erwähnt, da wir 
f(lr ihn eine direkte Bestätigung haben. Man weiß aus der Theorie 
der Differentialgleichungen'*^); daß die Elimination von y' aus den 
beiden Gleichungen 

die Gleichung des Ortes der Spitzen d^r Integralkurven von (1) 
ergibt. Diese Elimination ergibt nun f(lr algebraische und pan- 
algebraische Kurven eine algebraische Gleichimg. Daher liegen 
auch die Spitzen jeder einzelnen panalgebraischen Kurve auf einer 
algebraischen Kurve. Zur Bestätigung dürfen wir nur an die 
Zykloidalen erinnern^ deren Spitzen auf einem Kreise (ev. einer 
Geraden) liegen. 

"*) Dabboux, BuU. math. 4, 1873. 
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Beisp. 1. Bei einer gewöhnlichen Traktrix besteht das zu der« 
selben Differentialgleichung gehörige System aus allen durch Ver- 
schiebung längs der Asymptote A imd Umklappung um diese her« 
vorgehenden Kurven. Legen wir nun an dieses System von einem 
Punkte P aus die Tangenten, so ist klar, daß auf jeder Tangente 
von ihrem Schnittpunkt mit A bis zum Berührungspunkt die kon- 
stante Strecke a abgeschnitten wird. Die Berührungspunktkurve 
der Traktrix ist also eine Konchoide des Nikomedes, Ist femer Q 
eine beliebige Gerade, Q irgendein Punkt auf ihr, so sind die 
Tangenten der durch Q gehenden Traktrizen des Systems durch 
die beiden Punkte L y ü' auf A bestimmt, die von Q die Ent- 
fernung a haben. Wandert Q auf Q , so umhüllt Q ü bzw. Q U^ 
eine (schiefe) Astroide mit Q und A als Leitlinien. Der Tangenten- 
ort einer Traktrix istt daher eine {schiefe) Astroide, Steht G -L A , so 
wird die Astroide regulär. Diese einfachen Ergebnisse möge der 
Leser selbst analytisch nachprüfen. 

Beisp. 2. Die Berührungspunktkurve der gewöhnlichen Kreis- 
evolvente für einen Punkt P ist eine Pascalsche Schnecke mit P 
als Doppelpunkt; wenn P auf dem Grundkreise K liegt, eine 
Kardioide (Nr. 150). Zur Kreisevolvente ist in bezug auf den 
Basiskreis polarreziprok die hyperbolische Spirale (Nr. 183). Daher 
ist der Tangentenort einer Geraden Q für die hyperbolische Spirale 
die zur Pascalsohen Schnecke dualistische Kurve. Das ist, wenn 
Q den Basiskreis K berührt, die Polarreziproke der Kardioide, eine 
Maclaurinsche Trisektrix (Nr. 99, Zus.). 

Hieran mag noch eine sehr einfache Klassenerzeugung der 
letzteren Kurve geschlossen werden (E. Köstlin): Berührt eine 
Gerade Q einen Kreis K vom Mittelpunkte und ist Q ein auf Q 
beweglicher Punkt, AB der zu OQ senkrechte Durchmesser, so hüüen 
QA und QB eine Maclaurinsche Trisektrix ein. Denn ist B der 
Berührungspunkt von G imd K , und F der Fufipunkt des von B 
auf die Tangente in A gefällten Lotes, so ist Q der Pol von BF 
und folglich AQ die Polare von F in bezug auf K. JP beschreibt 
aber die Kardioide. 



BERICHTIGUNGEN UND ZUSÄTZE. 

Zu S. 12, Z. 1 V. o. — Lies statt „0" „den Mittelpunkt". Ent- 
sprechend i. d. Fußnote^): „Statt des Mittelpunktes tritt i. 
allg. d. sog. K. ein." 

Zu S. 10, Z. 6 — 8 y. o. — Hier ist natürlich vorausgesetzt, daß in 
der Gleichung F{x, y) = das Glied (x* + y*)« keinen kon- 
stanten Faktor hat. 

Zu S. 71. — Nach einer Bemerkung von Herrn £. Eöstlin l&ßt 
sich die Kampyia als > Selbstkissoide « einer Parabel in 
bezug auf den Brennpunkt (0') erzeugen, indem man die 
Foka^sehnen von diesem Punkte aus als Badienvektoreti an- 
trägt. In der Tat sind die beiden von 0^ ausgehenden Vek- 
toren einer Parabel fOr den Winkel ß 

^* ~ 1 — eosS ' ^*~~. 1 -f cosB 

[vgl. Nr. 59 (3) und Nr. 71], so daß 

e = Qi — ?2 = a/sin*ö . 

Zu S. 79. — Sei in Fig. 89 FC (C auf OA) die Tangente der 
Kappakurve, -< CPO = ^u , so ist OC = q tg/u = q^Iq^= h sin"ö; 
daher ist CA = b cos'd imd man erhält den Punkt C, indem 
man von dem Punkte B, wo PA die Polarachse schneidet, 
auf OA das Lot fällt. Damit ist eine einfache Tangenten- 
konstruktion gegeben. 

Zu S. 136*^). — Eine Ergänzung von B. 0. Abohibalds Dies, bildet 
die Abh. „The CarduAd and Tricuspid: Quartics toith three 
Cusps^ [Ann. of Math. (2) 4, 1903, 95—104). 

Zu S. 148, Mitte. — Lies <ilC'^'= <i4P^'. 

Zu S. 151, vor Zus. — Von „so sieht man . . . bis . . . halbiert 
wird* zu streichen. 

Zu S. 152, Zus. — FQ muß natürlich ± 88' sein. 

Zu S. 175, Fig. 80. - Zwischen F und F' soll da stehen. Links 
davon lies im Text ^ -^ d^ statt ^d^ . __ 

Zu S. 183, Z. 5 des Textes v. u. — Lies ^k statt ^k , 

Zu S. 185, Z. 6 V. o. — Lies i^C^ statt M^C^. 
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Zu S. 202, Z. 1 V. u. — Lies E±Ji ö> statt ^^4^ co . 

r R 

Zu 8.241, Zm. — Die Kurve 9sin|d = m ist die Trisekante. 
Vgl. S. 81/82. 

Zu S. 242, Z. 3 V. u. — Lies „der Geraden LN"", 

Zu S. 248. Z. 17 V. o. — Lies ^ = eVfe — -B) . 

Zu S. 254/55. — Das Krümm ungszentrum des Punktes Q der 
Traktrix complicata liegt auf der Verlängerung von MO , da 
die Mittelpunkte zweier iniversen Kreise auf einer Geraden 
durch den Pol liegen. 

Zu S. 281 (30). ~ Diese Eigenschaft benutzte B. Sohimmaok zur 
Konstruktion eines Katenographen (Zeitschr. Math. Physik 52, 
1905). Bei etwas anderer Anordnung wird durch den Apparat 
auch jede andere Bibaucoursche Kurve beschrieben (vgl. 
Nr. 214). 

Zu S. 293 ff. (Nrn. 210—13). — Die Meridiankurven der Botations- 
flächen konstanter Krümmung sind ausführlich, aber von 
einem anderen Gesichtspunkte aus, behandelt bei G. Sohbffebs 
„Einf. i. d. Theorie der Kurven*", Leipzig 1901, 8. 97—105. 

Zu 8. 390, Beisp. — Die Tschimhausensche Kubik ist Katakaustik 
der Parabel für in beliebiger Bichtung parallel einfallende 
Lichtstrahlen. Dieser von La&übbbb (Nouv. Ann. math. 1883, 
8. 27 = Oeuvrea, II, 8. 645) stammende 8atz wurde neuerdings 
bewiesen von E. 8tÜblbb in dem Aufeatze „Über BrennUnien 
durch Reflexion*' (Zeitschr. math. Unterr. 39, 1908, 121—144). 
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Die beigesetzten Zahlen bedeuten die Seiten des Buches. Ist die Zahl kursiv, 
so kommt der betr. Gegenstand oder Autor auf der angegebenen Seite in einer 

FuAnote Yor. 



Adiabate 337. 

Agnesi 57. 

Ährenkurven 82, 124, 241. 

Äiry, G. B. 333, 

Ameseder, A. 128. 

Ampdre 60. 

AnaUagmatische Kurven 40, 102. 

Jntüoga 287, 326. 

Antiradiale 373, 381. 

Aoust, l'Abbö 170, 374. 

Appell, P. 117. 

Archibald, R. 0. 55, 136, 399. 

Archimedea 247. 

Arcuiden 373 ff.; des Kreises 375; 
der Kettenlini» 379;. der Zy- 
kloidalen 378/79; der regulären 
Astroide 383; der logarith mi- 
schen Spirale 384; einer Ka- 
takaustik 391. 

Aronhold, S. 64, 189. 

Astor 47. 

Astroiden, projektive 125 ff., 360. 

— , regul&re und schiefe 110 ff. 

— reguläre 129, 130, 2Ö2, 209, 
241. 360, 379, 394, 398. 

— , schiefe» s. Parallel kurve d. 
reg. Astroide; Krümmungs- 
zentrum 191. 

— , mit 2 Spitzpunkten 301, 302, 
303. 

Asymptotischer Punkt 220. 

Aubry, A. 74, 76, 82, 124. 

Barrow, J. 74. 
Basset, A. B. 40, 
Begleitkurve der Kissoide 43, 53. 

— der geraden Strophoide 43, 
Beltrami 293. 



Bernoulli, Jak. 14, 275, 282. 

—, Joh. 62, 252, 282, 299. 

BemouUische Lemniskate, s. Lem« 
niskate. 

BerOhrungspunktkurve der Zy- 
kloidalen 209/11; der Pseudo- 
zykloidalen 218; der log. Spi- 
rale 223; der IF-Kurven 348; 
allgemein 396. 

Bicf*me 82. 

Bierens de Haan 17. 

Bifolium 26. 

Blatt, Descartessches 50, 58. 

Blum, R. 210, 

BfßbWiersche Konstruktionen 195. 

Bogenevolute, s. Arcuide. 

Bogenkoftrdinaten 392. 

BoiS'Aymi, du 266. 

Bonnet, O. 299. 

Booth, J. 12, 39. 

Boothsche Lemniakate, s. Lemnis- 
kate. 

Bouguer 392. 

Braunmühl, A. v. 1. 

Brennlinien 99, 400. 

Brennpunkte einer Kurve 15; 
eines Kegelschnittes 180. 

Brill, A. V. 269. 

Brocard, H. 103, 152. 

BuraU'Forti, C. 35, 373. 

Burmester 159. 

Cantor, M. 68, 392. 
Cardinaal, J. 105 
Carnot 10. 
Cartesische Ovale 91 ff. 
Casali, G. 39. 
Cassini, J. D. 32. 



WiELEiTimt, Spezielle ebene Kurven. 
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QiaHnische Linien 26, 32, 

Catalan, £. 55, 365. 

Catenaria 282. 

Cauchy 63. 

Cayley, A. 84, 136, 159. 

Cayley-Sextik 136, 137, 138, 141. 

Cazamian 55. 

Ceintures 84. 

Cesäro, E. 171, 213, 258, 288, 

289, 292, 303, 314, 315, 325, 

328, 342, 393. 
Ceva, J. 61. 
Chasles 62, 63, 64, 86, 103, 376, 

387, 388. 
Oiasaide, s. Kissoide. 
Clebsch'Lindemann 395. 
Cocked hat 82. 
Copernicus 111. 
Cornu, A. 314. 
Cotes 255, 276. 
Cramer, G. 85. 

0(«5i9ue de Tüöpital 55, 
Cubique mixte 48. 
Czuher, E. 36. 

Czubersche Enyeloppenbestim- 
mung 130. 

I>andelin A. 39. 
Delanges, F. 81. 
Delaunay, Ch. 279. 
Delisches Problem 42, 71. 
Deaarguea 199, 
Deacartes 50, 62, 92, 219. 
Deacartesachea Blatt 50, 53. 
Deagrangea 130, 
Dewulf, M. iOr. 
Diakauatik 99. 
— einer Geraden 130. 
Differentialinvarianten 170. 
Differenzenapirale 263; ihre In- 

verse 265. 
Dingeldey, F. 550. 
Dinoatratua 258. 
Dioklea 41. 

Diricklet, Lejeune ^P^. 
Dittrich, H. ^^<5. 
Do6%Zemann, K. 1, ^^. 
Doppeleilinie 71, 123, 371. 
Drehungapol 63. 
Dreiblatt, gerades 151. 



Dreiblatt, regelmä^es 124, 149, 

238, 241. 
— , schiefes 154. 
Dreieckapotentialkurve 345. 
Dreistabbewegung 159. 
Dumont, F. 40. 
Duplikatrix, kubische 371. 
Duporcq, E. 323, 
Durhge 39. 
Dürer, A. 68, 199, 

Ebner, F. 86, 159. 

Eckhardt, E. 93. 

Einblatt 152, 155, 371; Inverse 
des E. 371. 

Ellipae als Hypotrochoide 239, 
242. 

Elliptiache Bewegung 112. 

Emmerich, A. 346. 

tpia 82, 124. 

Epitrochoiden 233, 312. 

Epizyklische Bewegung 231. 

Epizykloiden 199, 365, 378. 

Epizykloide, einspitzige vom Mo- 
dul 1/n 208. 

— , elfspitzige 208. 

Ernat, P. 320, 323, 363. 

EudoQCua von Knidos 71. 

Euler 62, 183, 199, 212, 217, 382, 
383, 392. 

Evolute 120, 175, 316, 366; der 
Antiloga327; des Cartesischen 
Ovals 102; der Cayley-Sextik 
139; einer Oesaroschen Kurve 
306; der Ellipse 243, 360; einer 
Epitrochoide v. Modul 11 243; 
der Kardioide 134 ; eines Kegel- 
schnittes 129 (Krümmungs- 
zentrum 180) ; der Kettenlinie 
894; der Klothoide 327; der 
log. Spirale 222; der Nephroide 
139; der Parabel 337; derPas- 
calschen Schnecke (Kardioide) 
101; einer Pseudospirale 327; 
einer Pseudozykloidalen 217; 
der regulären Astroide 121; 
einer Ribaucourschen Kurve 
393; einer Trochoidale 242; 
einer zykloidalen Kurve 203. 

Evdutoide 177; der log. Spirale 
222; einer Pseudozykloidale 
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217; einer zyklischen Kurve 
204. 

Evolvente \20, IIb, 176; derAnti- 
loga 291, 316, 319, 321 ; einer 
(verallgemeinerten) Ketten- 
linie 289/90; des Kreises s. u. 
Kreisevolvente; der log. Spi- 
rale 225; der Nephroide 139; 
einer Pseudokatenarie 292. 

IJxponentialkurve 283, 319, 352. 

— , orthogonale Trajektorien 
eines Systemes v. £. 353. 

Falkenburg, C. 258. 
Fermat 52, 58, 272, 274, 337. 
Feuerhachscher Kreis 147. 
Flachparabel 332, 335. 
Fläche einer Kurve 10; einer 

Fußpunktskurve 16, 
Fleischer, C. R. 393. 
Fokale (Pokalkurve) 39, 

— mit Knoten (focale ä noeud) 39. 
Folium Oartesii 50, 52. 

— simple löJ^, 
Fontana 258, 
Fouret, G. 356, 395, 
Fresnel 3U, 

Fuß, P. H. 383, 

Fußpunktskurven 101, 308, 310, 
366] ihre Pläche 365; ihre 
Normale 101 ; ihr Krümmungs- 
zentrum 191/92. 

— in natürl. Koordinaten 307. 

— und Katakaustiken 193. 

— der regulären Astroide 123, 
125, 238, 241 ; der ersten Evo- 
lute einer Kurve 365; einer 
Hyperbel in bezug auf den 
Scheitel 90; der Hyperzykloide 
262; der Kardioide in bezug 
auf den außerord. Brennpunkt 
142, 241; der Kegelschnitte 
4 ff., 164/65, 167, 209—11, 2l8 
(Krümmungszentrum 192) ; der 
gleichseitigen Kohlenspitzen- 
kurve22; des Kreises 90; suk- 
zessive des Kreises 137; der 
gewöhnl. Kreisevolvente 247; 
einer zweiten Kreisevolvente 
273; der höheren Kreisevol- 
venten 267/68, 272; der gleich- 



seitigen Kreuzkurve 21/22, 123; 
der BemouUi sehen Lemnis- 
kate 24; der Nephroide 241; 
der Parabel 35ff., 78; der Para- 
zykloide 263; der Pseudo- 
zykloidalen 262; einer Rich- 
tungskurve 1 18, 365 ; der Sinus- 
spiralen 137 ; der hyperb. Spi- 
rale 254; der log. Spirale 224; 
der Sturmschen Spirale 273; 
der Steinerschen Kurve 149 ff., 
238, 241 ; der Zykloidalen 241. 
— , negative, der Parabel 55/56, 
119; der Geraden 118« 

Galilei 198, 209, 272, 282. 

Qauß 10. 

Gegen fußpunktskurve 365. 

Gelenkviereck 156. 

GeradfÜhrung, angenäherte 162. 

Gergonne 100. 

Gewölbelinien 284. 

Gob, A. 145, 148. 

Gournerie, J, de la 28, 353. 

Goupilliirej Häton de la 134, 
394, 

Grandi, Guido 58, 124. 

Graf, J. H. 144. 

Gruppe, kontinuierliche einglied- 
rige projektive 340. 

Gua, de 333, 

Gundelfinger, S. 10, 

Gutschoven, Ot, van 74. 

Günther, S. 39, 213, 392. 

Gürtelkurve 93. 

Habich, E. 307, 310, 312, 
Habichsche Formel 177. 
Halphen 109, 347, 
Hauptevolventen des Kreises 266, 

372; ihre Polarreziproke 274. 
— der Antiloga 291. 
Stein zerling 284, 
HendU, P. 59, 
Senkel, L. 48, 53. 
Herpolhodie 264. 
Reuraet 337, 
Hiern, W, P. 364. 
Hire, de la 60, 68, 133, 189, 

197, 199, 
— , de la H.'sche Kreise 187 ffl 

26* 
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Sippiaa aus Elis 259. 
Holemüller, G. 32. 
Eöpital, de 1' 56, 180, 193. 
Humbert, G. 876, 380. 
Hufidakurve 392. 
Huygena, Ohr. 52, 63, 76, ^S^, 

Euygensschea Prinzip 100, 
Hyperbel, gleich8eitige(natürliche 

Gleichung) i35. 
Hyperbeln, höhere 335. 
Hyperzykloide 212, 261, 365. 
Hypotroehoiden 233. 
Hypozykloiden 199, 365, 378. 

Inflexumsknoten 13. 
Interszendente Parabeln und Hy* 

perbeln 337, 
Iterationsfolge 338. 
Intriftsic coordinates 170, 
Inversion, zirkuläre 117. 
laoptisiche Kurve 30. 

— Linie zweier Kreise 91. 
Isotfopische Kurven 10. 

Jahnke, E. 34, 

Jakobiache Differentialgleichung 

erster Ordnung 341. 
Jerabek 43, 107. 
Juel, 0. 210* 

Käferkurve 125. 
Kampyla 71, 74, 369, 399. 
Kavpakurve 74, 85, 109, 118, 369; 

Tangentenkonstruktion 399. 
— , schiefe 75. 
Kapteyn, W. 289, 322. 
Kardiotde 88, 101, 131 ff., 201, 

209. 211, 239, 241, 302, 309, 898. 
Kardioidische Bewegung 133. 
Katakauatiken 56, 99. 

— und Fiißpunktskurven 193. 

— der binom. Kurven 388; der 
Kardioide in bezug auf die 
Spitze 138; eines Kreises 134, 
139, 144; zweite eines Kreises 
144; n^ eines Kreises 208; der 
Parabel 390, 400; der Neilschen 
Parabel 390. 

Katenograph 400. 
Kauatiken 99, 400. 



Kauatiken des Kreises 102. 
~, sekundäre 100, 101. 
Kegelachnitt als Cesärosche Kurve 
307. 

— (natürliche Gleichung) 177 
bis 179. 

Kepler, 32, 152. 

Keßlrr 193. 

Keitenlinie 282, 291, 300, 302, 

309, 811, 312, 316, 319, 321, 

369. 394, 400. 

— elliptische und hyperbolische 
284. 

— verallgemeinerte 285 ff., 321. 

— gleichen Widerstandes 317, 
319, 397. 

Kiffematik 60, 
Kiaaoidale Konatruktion 2. 
Kiaaoiden 1 £f. ; s. a. Selbstkissoide. 
— . des Diokles 37, 41, 52, 79, 

346. 
— , hchiefe 41, 45, 79. 

— zweier kongr. log. Spiralen 
262, 263. 

KletblaU 124. 

Klein, F. 338, 347, 348. 

Klwoiden 284. 

Klothoide 314, 319, 321, 397: 

Klügel 164. 

Knotenkurcen 76. 

Kober, G. 128. 

KocUeMe 256, 259. 

Kohlenapitzenkurve 20, 21, 361. 

— , g'eichseitige 22. 

Konchoidale Bewegung 60. 

— Konstruktion 59/60. 
Konchoid&n, gewöhnliche (und 

schiefe) 59 ff., 109, 820. 

— der Geraden 64 ff., der Kegel- 
schnitte vom Scheitel 104 ff.; 
von einem Brennpunkte aus 
106. 118; des Kreises 86 ff.; der 
gleichseitigen Kreuzkurve 122 ; 
des Nikomedes 66, 87, 321, 398; 
einer Pascalichen Schnecke 
in bezug a. d. Doppelpunkt 
118; der Rosenkurven 150; der 
Skarabäe 125; der Fermat- 
schen Spirale 275, 321; einer 
Galileischen Spirale 272; der 
hyperb. Spirale 253, 321; der 
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log. Spirale 321; der Stro- 
phoiden 78; des regelmäßigen 
Vierblattes 123. 

Konchoiden in bezug auf eine 
Achse 84. 

— t natürliche 320: der Antiloga 
321. 

— , Slusesohe 53, 79. 

— , veralljremeinerte ^. 

Kanchofipirale 321. 

Koordinaten, halbnatürliche 392; 
natürliche 170. 

Koordinafenverwandlung 3 13 ff. 

Kosch, F. 330, 

Köstlin, E. 373, 374, 377, 380, 
386, 398; 399. 

Koppelkurve des Kurbelgetriebes 
156 ff.; ihr Krümmungsradius 
193. 

Kotoalewski, Gt, 171. 

Krause, K. Chr. Yr.' 170, 286, 
316. 

Kreisevolvente (gewöhnliche) 176, 
197, 201, 203, 211, 248, 252, 
254. 269, 316, 321. 322. 

— , allRemeine 245, 312. 

— , höhere 265. 

Kreisringfläche 28. 

Kremph>4i 82. 

Kreuzkurve 19, 21, 72, 82, 124, 361. 

— , gleichseitige 21/22, 122, 241, 
362. 

Krümmungsradius (Differential- 
formel) 83. 

Krümmungftschwerpunkt 12, 16, 

Kubik, rationale als Kissoide 
45/46. 

— , rationale zirkuläre 36, 77, 
211. 

— als triang.-symm. Kurve 360. 

— , Tschimhausensches. u.Tsch.'8 
Kubik. 

Kurhelgetriebe 156. 

Kurve f algebraische, transzen- 
dente, außerordentliche 1. 

— , algebraisch rektifizierbare 
376. 

— , Steinersche s. u. St.'sche 
Kurve. 

Kurven, anharmonische 347; bi- 
nomische 328 ff., 390 (orthog. 



Tri^'ektorien 353); Cesärosche 
204. 205, 303, 397; Delaunay- 
sehe 279, 294, 298, 309, 311, 
312; dreieckige 382; erster 
Kategorie 108/09, 117, 138, 
365; gleicher Potenz 10, 58; 
Lam^sche 356; rational ganze 
269; panalgebraische 395; po- 
lytropische 336; Kibaucour- 
sehe 299, 303, 305, .309, 311, 
400; transzendente (Einteilung) 
394 fP. ; triangulär - symmetri- 
sche 353 ff.; trigonometrische 
251. 

Laguerre, E. 18, 117, 348, 384, 

400. 
Lam4 366. 
Lampe t E. 170. 
Lebeau, V. 69, 
Letbniz 58, 124, 282, 290, 337, 

389. 
Lemniskaten 12 ff; BernouUische 

14. 23, 26, 31, 134, 165, 361; 

Boothsche 12, 31, 161, 162, 165. 
Lerch, M. 289, 322, 
Lie-Scheffers 171. 338. 
Lie, Sophus 170, 338. 
Liguine 103. 
LimoQon '88. 
Lindelöf 284. 
Linienkoordinaten, axiale 374. 
Lionardo da Vinci 392, 
Lituus 276, 278. • 

Logarithmische Linie s. u. Expo- 
nentialkurve. 
Logarithmoide 387. 
Logozykltka 39, 
London, F. 338. 
Longchamps, Q. de 47, 48, 49, 

51, 82, 152, 155, 345, 371. 
Loria, G. 12, 16, 40, 55, 56, 58, 

59, 67, 68, 210, 310, 323, 368, 

394. 395, 397. 
Loxodrome 250, 264. 
-- des Kreiskegels 388. 

Maclaurin, C. 14, 43, 134, 180. 
Maclaurinsche Transformation 56. 
Magnus 62. 
Mannheim, A. 61, 227, 368. 
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Mannheimsche Kurve 227, 823, 
368; der gleichseitigen Hy- 
perbel 312; der Kettenlinie 
283; der Kettenlinie gleichen 
Widerstandes 816; der höhe- 
ren Kreisevolventen 269; der 
Zykloidalen 237/39. 

— , verallgemeinerte 320, 328. 

Martus 286. 

Mehmke, R. 357, 

MenelaoSf Satz desM. 103, 167. 

Meridiankurven der Botations- 
fläcben konst. Krümmung 
293 ff., 400. 

Meyer, W. Fr. 129. 

Mineo, C. 373. 

Modul einer zykloidalen Kurve 
201. 

Momentanzentrum 62. 

Montucci 37. 

Möbius 10. 

Müller, R. 39, 392. 

MuUiplikatrixkurven 371. 

MuBcheUinie Dürers 68. 

Münger, F. 71. 

Naßtr Eddin HL 
Natürliche Gleichung 17, 171. 
Natürliche Koord. 170. 
Neüsche Parabel 54, 68, 331, 337, 

380, 394. 
Nephroide 139, 144, 201, 209, 

241. 
%euberg, J. 69, 113, 145, 155. 
Newton 79, 103. 
Newtonsche diverg. Parabeln 54. 
Nikomedes 66. 
Noeuds 76. 
Normalenkurve der Parabel 53. 



Ocagne, M. d' 4, 62, 83. 
Onnen, H. 266. 
Ophiuride 37, 43. 
Orthokonchoide der Geraden 69; 

der geraden Strophoide 79; der 

Kappakurve 75. 
Orthoptischer Kreis 31. 
Ovalf eigentliches 152, 
Ovoide 152. 
Ozanam 58. 



Pappus 249, 259. 

Para6cill8/19,137; divergierende 
54; höhere 330; kubische 331; 
semikubische s. Neilsehe P. 

— als Ribaucoursche Kurve 300. 

— , natürliche Gleichung 135. 

Paraüelkurt^en 112; in Linien- 
koordinaten 115; in natür- 
lichen Koord. 121, 294; der 
regulären Astroide 113, 879,^ 
398; der Delaunayschen Kur- 
ven 294; eines Kegelschnittes 
129; der Klothoide 315; der 
Nephroide 140; der log. Spi- 
rale 225. 

—, Zerfallen der P. 116. 

Parastroide 113. 

Parazykloide 212, 261, 365; ihre 
Polarreziproke 265. 

Pascal, Blaise und Stephan 88. 

Pascalsche Schnecken 88, 92, 99, 
101, 102, 109, 118, 167/68, 199, 
211, 239, 808, 811, 321. 

— , Polarreziproke derselben 398. 

Peano, G. 2, 35, 43. 

Perks, J. 258. 

Perseus 25, 28. 

Peters, A. 170, 316. 

Petersen, J. 10. 

Petrovich, M. 319. 

Pirondini, G. 323. 

Plücker, J. 15, 95. 

Plückersche Linienkoordinaten 
114. 

Poinsot 263, 264. 

Polarkoordinaien 67. 

PoU>ahnen 63. 

Polhodie 264. 

Potentielle triangulaire 845. 

Potenzkurven 10. 

Polyzomälkurven 84. 

Proctor 139. 

Proklus 25. 

Pseudoährenkurve 263. 

Pseudokatenarien 288, 321. 

Pseudorhodoneen 262, 311, 865. 

Pseudosphäre 293. 

P^eudospiralen 323 ff. 

Pseudotraktrizen 292. 

Pseudotrochoide 261. 

Pseudoversiera 58, 
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J^eudozyklaidalen 213. 
I^eudozykloiden 213; gespitzte 

215; ungespitzte 216. 
Ftolemäus 231. 

Quadrairix d. Dinostratus 258/59. 

— , geometrische 251. 

— des Tschirnhausen 251. 

Quadrifolium 123 

Quartik, bizirkulare allgemeine 
97; bizirkulare rationale 6, 210 ; 
rationale allgemeine 237; mit 
drei Inflexionsknoten 18 ff. 

Quetelet, A. 39, 100, 

Madialen 862 ff; algebraischer 
Kurven 380; der binomischen 
Kurven 372; der Kegelschnitte 
370/71; der Kettenlinien 369; 
der Kettenl. gleichen Wider- 
standes 369; des Kreises 368; 
der höh. £j*eisevolventen 372; 
der Pseudospiralen 372; der 
Richtungskurven 365; der 
Traktrizen 369; der Zykloi- 
dalen 364; der gewöhnlichen 
Zykloide 368. 

B^aumur 177. 

Mektifikationsachse 378. 

Retali, V. 6, 43, 56, 

Mheville, H. de 4. 

Mhodoneen s. Rosenkurven. 

Richtungskurven 117, 138, 365, 
390. 

Riemann 86. 

Bingkurve 93. 

Roberts, S. Iö9. 

Roberval 209. 

Boükurve 169, 181 ff. 

Bosenkurven 82, 123, 238, 241, 
242, 309, 311, 365. 

Bosenkurve 0" = i) 125, 142, 238, 
241; Ou = |) 82. 238/39, 241; 
Inverse der letzteren 241. 

— , m. 4 Blättern 22, 72. 

Boulette 169. 

Buffini, F. P. 10. 

Bückkehrflachparabel 333. 

Bückkehrkreis 189. 

Bilckkehrspitzparahd 333. 



Salmon-Chemin 109, 347, 

8 almon- Fiedler 63, 84, 97, 130, 
366, 374. 

Sanduhrkurve 23, 361. 

— , gleichseitige 24. 

Sauerbeck, P. 333, 

Saussure, R. de 213. 

Savarysche Formel 183, 186. 

Scheffers, G. 33, 171, 400. 

Scheitel 119. 

Sehimmack, R. 400. 

Schläfli, L. 144. 

Schleifkurbel 86. 

Schleifkurbelbewegung 165. 

Schleifschieberbewegung 12ff., 165. 

Schleifschiebergetriebe, symmetri- 
sches 73, 77. 

Schlömilch, 0. 271, 284. 

Schlömilch'Naetzsch 253. 

Schoenflies, A. 62. 

Schooten, F. 112, 

Schoute, P. H. 18, 56. 

Schraubenlinie 243/44, 248, 250, 

251, 256, 388. 
Schröder, H. 170. 
Schröter, H. 39, 147. 
Schubkurbelbewegung 156. 
Schumacher 10, 
Schwerpunktslinie 257. 
Scott, Gh. A. 82. 
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G U^ 1) 

Elementare Berechnung der 

Log^arithmen, 

eine Ergänzung der Arithmetik-Bücher 

von 

Dr. Hermann Schubert, 

Professor .an der Qelehrtenschule des Johanneums in Hamburg. 

Preis: Broschiert M. 1.60. 

Formeln und LehrsBtze der Alliemelnen 

Hechonlh 

in systematischer und geschichtlicher Entwicklung 

von 

Dr. Karl Heun, 

Professor an der Technischen Hochschule in Karlsruhe. 
Mit 25 Figuren im Text. 
Preis: Gebunden M. 3.50. 

Elemente der Geometrie der Laie. 

Für den Schulunterricht bearbeitet 

von 

Dr. Rttdolf Böger, 

Professor am Realgymnasium des Johanneums in Hamburg. 

Mit 33 Figuren. 
Preis : Kartoniert 90 Pf g. 

Die Lehre von der Zentralprolehtlon 

im vierdimensionalen Räume 

von 

Dr. H. de Vries, 

Dozent an der Polytechnischen Schule zu Delft. 

Mit 25 Figuren. 

Preis: Broschiert M. 3. — . 
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Arithntetik Hir Cymnosien 

bearbeitet von 

s 

Professor Dr. Hermann Schubert 
und Oberlehrer Adolf Schumpelick 

beide an der Qelehrtenschule des Johanneums in Hamburg 

Zugleich fünfte Auflage von Schuberts Sammlung von Aufgaben usw. 
Erstes Heft: Für mittlere Klassen 

Gr. 8^ VIII, 199 Seiten. Preis: brosch M. 1.80, in Lwd. geb. M. 2.25 
Resultate hierzu: broschiert 60 Pf. 

Zweites Heft: Für obere Klassen 

Gr. 8^ VI, 254 Seiten. Preis: brosch. M. 2.80, in Lwd. geb. M.3.25 

Resultate hierzu: broschiert IM. 

Als Herr Professor Schubert vor nunmehr 25 Jahren sein 
System der Arithmetik, das den Aufbau der Begriffe und Formeln 
der Arithmetik nach dem Hankeischen Prinzip der Ausnahms- 
losigkeit konsequent voltführt, der Öffentlichkeit übergab, war 
es eins der ersten Lehrbücher, das diesen Aufbau streng und 
doch in einer auch dem Schüler verständlichen Form vortrug. 
Natürlich hat die vorliegende fünfte Auflage seines Buches diesen 
ursprünglichen Charakter beibehalten. Damais mußten, aus Rück- 
sicht auf die behördlichen Verfügungen, die Vorbereitungen zur 
Differentialrechnung einem Anhang einverleibt werden. Jetzt aber, 
wo die F. Kleinsche Reformbewegung den arithmetischen Unter- 
richt beherrscht, konnte die Vorbereitung auf die höhere Mathe- 
matik in einem besonderen. Abschnitt vorgenommen werden. Auch 
die Eigenart des Schubertschen Buches, den Gedankenkreisen 
der Gymnasiasten durch Bezugnahme auf die Antike näher zu 
treten, ist hier beibehalten. Andererseits gebot der Fortschritt 
der Technik und der Physik, die zahlreichen Aufgaben selbst zu 
modernisieren. Deshalb verband sich der Verfasser mit Herrn 
Oberlehrer Schumpelick, dessen Verdienst es ist, das Buch erstens 
dem modernen Verkehrsleben, zweitens den modernen Bestre- 
bungen für Reform des mathematischen Unterrichts auch an 
Gymnasien in glücklicher Weise angepaßt zu haben. 
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